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ВВЕДЕНИЕ 
 
Методы компьютерного моделирования широко применяются во всех 

сферах деятельности человека. Классические объекты моделирования – 
информационные, производственные, транспортные и другие логистиче-
ские системы, используемые для решения задач проектирования, управ-
ления, реконструкции и долгосрочного планирования. Одной из наиболее 
важных целей моделирования при этом является оценка показателей 
функционирования исследуемых систем. На современном этапе приклад-
ных исследований сложной системы, содержащей множество связей меж-
ду элементами, с разнообразными нелинейными ограничениями и боль-
шим количеством параметров, с учетом влияния случайных факторов, 
наиболее широко распространен метод имитационного моделирования. 
Суть этого метода состоит в том, что процесс функционирования сложной 
системы представляется в виде определенного алгоритма, который и 
реализуется на ЭВМ. По результатам реализаций можно сделать те или 
иные выводы относительно исходной системы, например спрогнозировать 
ее будущие состояния в зависимости от избираемых стратегий управле-
ния, оценить эффекты входных воздействий и внешних влияющих факто-
ров на поведение (функционирование) системы, установить способы усо-
вершенствования моделируемой системы.  

Главная ценность имитационного моделирования состоит в том, что в 
его основу положена методология системного анализа. Это позволяет ис-
следовать проектируемую или анализируемую систему методами опера-
ционного анализа, включающего в себя такие взаимосвязанные этапы:  

− постановка задачи;  
− разработка концептуальной модели; 
− разработка и программная реализация имитационной модели;  
− проверка адекватности модели и оценка точности результатов мо-

делирования; 
− планирование и проведение экспериментов;  
− формирование управляющих воздействий или альтернатив реше-

ния исходной проблемы.  
Благодаря этой методологии имитационное моделирование можно 

использовать как универсальный подход при принятии решений в услови-
ях неопределенности и учета в моделях трудноформализуемых факторов, 
а также применять основные принципы системного подхода при решении 
практических задач.  

Материалы пособия могут быть использованы студентами при изуче-
нии дисциплин «Моделирование техногенных ситуаций с использованием 
геоинформационных технологий», «Математические методы и модели», 
«Методы распознавания образов», при выполнении лабораторных работ, 
связанных с имитационным и компьютерным моделированием, а также 
при подготовке курсовых и дипломных проектов. 
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1. ГЕОИНФОРМАЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ. ОЦЕНКА РИСКОВ 
 

Геоинформационная система (ГИС) – это автоматизированная ин-
формационная система, предназначенная для обработки пространствен-
но-временных данных, основой интеграции которых служит географиче-
ская информация. ГИС объединяют в единый комплекс методы и техноло-
гии обработки данных автоматизированных систем научных исследова-
ний, систем автоматизированного проектирования (САПР), автоматизиро-
ванных справочно-информационных систем, систем автоматизированного 
управления и практически всех автоматизированных систем общего на-
значения. Интеграционный характер ГИС позволяет создавать на их осно-
ве мощный инструмент для сбора, хранения, систематизации, анализа и 
представления информации. Все это делает ГИС незаменимыми для 
обеспечения принятия решений по оптимальному управлению в различ-
ных областях человеческой деятельности: в производстве, транспорте, 
навигации, геологии, географии, экономике, военном деле, экологии и т. д. 
В связи с большим значением экспертных задач, решаемых с помощью 
ГИС, возрастает роль входящих в них экспертных систем.  

Широкие возможности предоставляют ГИС также для моделирования 
различных процессов и объектов. При этом в ГИС находят применение 
максимальное количество методов и процессов моделирования, исполь-
зуемых в других автоматизированных системах.  

Математическое моделирование в ГИС включает в себя:  
– построение проекта карты на основе методологии САПР;  
– проекционные преобразования;  
– геометрический анализ (определение расстояний, длин ломаных 
линий, расчет площадей, поиск точек пересечения линий и др.);  

– анализ сетей;  
– преобразование форм представления данных, в том числе различ-
ные виды интерполяции, например, построение непрерывных полей 
по дискретным значениям переменных;  

– цифровое моделирование рельефа.  
Особое значение имеет блок моделирования распределения полей 

концентрации загрязняющих веществ на основе общих показателей рабо-
ты промышленных объектов или других источников загрязнения и степени 
их воздействия на окружающую среду. Такие расчеты необходимы при 
анализе неблагополучной экологической ситуации в регионе для выявле-
ния ее виновников или при прогнозировании экологической обстановки 
при вводе в действие или реконструкции источников антропогенного воз-
действия на окружающую среду и определении размера затрат на умень-
шение количества вредных выбросов.  

Таким образом, технология ГИС позволяет собрать воедино и про-
анализировать различную информацию об окружающей среде, что дает 
возможность прогнозирования и оценки техногенных рисков. 
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Техногенный риск обусловлен существованием техносферы.  
Техносфера – часть биосферы, коренным образом преобразованная 

человеком в технические и техногенные объекты (механизмы, здания, со-
оружения и т. д.) с помощью прямого или косвенного воздействия техни-
ческих средств в целях наилучшего соответствия социально-экономи-
ческим потребностям человека.  

В зависимости от степени своей работоспособности техногенный 
объект может находиться в различных состояниях. Выделяют несколько 
возможных для объекта ситуаций: 

– нормальные условия работы (эксплуатации); 
– нарушение нормальных условий работы (эксплуатации); 
– проектная аварийная ситуация; 
– запроектная аварийная ситуация; 
– гипотетическая авария. 
Нормальные условия эксплуатации соответствуют проектным режи-

мам производства или другого вида функционирования на данном объек-
те, предусмотренным плановым регламентом его работы.  

Нарушение нормальных условий эксплуатации вызывается любым 
отклонением от планового регламента работы, которое требует остановки 
объекта или его части для ликвидации отклонения, но не связано с задей-
ствованием систем технологической безопасности.  

Проектная аварийная ситуация возникает при появлении исходных 
событий (предпосылок, условий), ведущих к авариям, возможность кото-
рых предусмотрена при проектировании соответствующего производства 
(сложной технической системы, техногенного объекта). При этом для та-
ких случаев разрабатывают специализированные системы технологиче-
ской безопасности, рассчитанные на последствия этих проектных аварий, 
исходя из одного возможного отказа технологического оборудования или 
одной ошибки оператора.  

Запроектными считаются аварии, вызванные не учтенными для про-
ектных аварий исходными событиями (предпосылками), вероятность ко-
торых меньше, чем вероятность исходных событий для проектных аварий, 
а также обусловленные дополнительными отказами оборудования, в том 
числе в системах безопасности. Для запроектных аварий не предусматри-
ваются технологические меры обеспечения безопасности объекта. 

Гипотетические аварии относятся к числу запроектных аварийных си-
туаций и характеризуются весьма малой вероятностью такого события, но 
значительными последствиями. 

Техногенная чрезвычайная ситуация – состояние, при котором в ре-
зультате воздействия источника чрезвычайной ситуации (ЧС) на объекте, 
определенной территории или акватории нарушаются нормальные усло-
вия жизни и деятельности людей, возникает угроза их жизни и здоровью, 
наносится ущерб имуществу населения, народному хозяйству и окружаю-
щей природной среде.  
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Потенциально опасные объекты можно классифицировать по призна-
ку характера чрезвычайных ситуаций, которые могут на них возникнуть:  

– I группа: транспортные системы (железнодорожные, автотранс-
портные, авиационные, морские, речные, транспортные, космические и 
трубопроводные); 

– II группа: пожаровзрывоопасные объекты; 
– III группа: химически опасные объекты; 
– IV группа: радиационно опасные объекты; 
– V группа: биологически опасные объекты; 
– VI группа: гидродинамически опасные объекты; 
– VII группа: объекты инфраструктуры по обеспечению жизнедея-

тельности хозяйственных объектов и жизнеобеспечению населения. 
Практически для всех сложных и сверхсложных технических систем в 

составе техноэкосистем важными оказываются две группы факторов рис-
ка. Первая из них связана с воздействием опасных природных явлений 
(землетрясения, наводнения, ураганы и т.п.) на исследуемую техническую 
систему, вторая – со штатным и нештатным воздействием технической 
системы на окружающую среду, в том числе и на различные экосистемы.  

Одна из основных характеристик любой чрезвычайной ситуации, ха-
рактеризующей ее последствия, – масштаб, который определяется, преж-
де всего, размерами зоны ЧС. Также учитывают тяжесть последствий, ос-
новными составляющими которых являются потери и ущерб.  

Потери – выход из строя людей (гибель, ранения, травмы, болезни).  
Ущерб отражает материальный и финансовый урон, нанесенный в 

процессе чрезвычайной ситуации. Он бывает прямой и косвенный.  
Прямой ущерб обусловлен поражающими воздействиями, приводя-

щими к разрушениям, повреждениям, выходу из строя объектов хозяйст-
венного и социального назначения, утрате имущества, нанесению вреда 
природной среде, природным ресурсам.  

Косвенный ущерб возникает из-за остановки хозяйственной деятель-
ности, упущенной выгоды, необходимости затрат на ликвидацию ЧС и ее 
долговременных последствий. Иногда, несмотря на малые размеры зоны 
чрезвычайной ситуации, тяжесть ее последствий может быть весьма зна-
чительной и трагичной. Оценка масштаба ЧС включает в себя и учет воз-
можных косвенных последствий: нарушение организационных, социаль-
ных, экономических, политических, этнических, культурных и других важ-
ных связей, действующих порой на расстояниях, значительно превосхо-
дящих размеры зоны ЧС. В свою очередь масштаб чрезвычайной ситуа-
ции предопределяет состав сил и средств, количество привлеченных ре-
сурсов, позволяющих ликвидировать чрезвычайную ситуацию.  

Широко используемой характеристикой опасности является риск.  
Риск – это измеренная возможность того, что ход событий, действия и 

результаты деятельности приведут к последствиям, негативно воздейст-
вующим на человеческие ценности.  
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Оценка риска – процесс, используемый для определения величины 
(меры) риска анализируемой опасности для здоровья человека, матери-
альных ценностей, окружающей природной среды и других объектов, свя-
занных с реализацией опасности. Процедура оценки риска основывается 
на методах математической статистики и теории вероятностей. Как пра-
вило, понятие риска связывают с возможностью наступления сравнитель-
но редких событий. При этом риск отождествляют с вероятностью ( )tP  
наступления этих событий за интервал времени t (например, за год).  

Вероятность ( )tP  – мера (показатель) риска, удобная для сравнения 
рисков для одного объекта (субъекта) от различных событий или для раз-
личных объектов (субъектов) в типовых для них условиях функционирова-
ния (деятельности).  

Риск связывают также с размером ущерба от опасного события в на-
туральном (количество пострадавших и погибших, размер зоны действия 
опасных факторов) или стоимостном выражении. Таким образом, риск  
сочетает в себе вероятность неблагоприятного события и объем негатив-
ных последствий этого события (убытки, потери, ущерб). 

В статистическом направлении оцениваются некие средние по вре-
мени и пространству характеристики ущербов от различных техногенных 
причин или инцидентов. Также оцениваются частота (вероятность) самих 
инцидентов, аварий, катастроф, средний ущерб на один инцидент и т. п.  

Из множества статистических характеристик по техногенным рискам 
наиболее часто используются:  

– частота инцидентов определенной категории (например, катастроф 
на железнодорожном транспорте) в год на определенной территории, 
1/год; 

– средний материальный ущерб за один инцидент для определенной 
территории, например, в млн. дол./инцидент; 

– средний натуральный ущерб за один инцидент для определенной 
территории, например, среднее количество пролившейся нефти в  
тоннах/инцидент; 

– индивидуальный риск летального исхода, связанный с техническим 
источником, 1/год; 

– индивидуальный риск здоровью, 1/год. 
Индивидуальные риски летального исхода и здоровью используются 

для оценки среднего количества умерших или заболевших конкретным 
заболеванием в год на данной территории от данного техногенного фак-
тора. Эти средние значения получаются умножением индивидуального 
риска на количество людей в группе риска.  

Использование данного подхода предполагает получение достаточно-
го количества данных об ущербах техногенного характера за определен-
ный период времени для определенных территорий. В дальнейшем эти 
данные подвергаются статистической обработке усреднения по простран-
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ству и времени и используются для прогноза будущих значений техноген-
ных рисков. 

При вероятностном подходе изучаемой случайной величиной являет-
ся потенциальный ущерб, который полностью характеризуется своей 
плотностью распределения вероятностей ( )xf  или функцией распреде-

ления вероятностей ( ) ( )∫ ∞−
=

x
dfxF ξξ .  

В теории рисков наиболее часто используются такие законы распре-
делений: равномерное, экспоненциальное, нормальное, биномиальное и 
распределение Пуассона. 

Для оценки случайного потенциального ущерба используют такие ве-
роятностные числовые характеристики: 

– начальные моменты распределения k -го порядка 

 ∫
∞

∞−
== dxxfxxMm k

kk )()( ; (1.1) 

– математическое ожидание (МО) – первый начальный момент, ха-
рактеризующий среднее значение случайной величины: 

 ∫
∞

∞−
⋅== dxxfxmmx )(1 ; (1.2) 

– центральные моменты распределения k -го порядка 

 ∫
∞

∞−
−= dxxfmx k

xk )()(µ ; (1.3) 

– дисперсия – второй центральный момент, характеризующий раз-
брос случайной величины относительно ее среднего значения: 

 ( )∫
∞

∞−
−= dxxfmxD xx )(2  (1.4) 

или среднеквадратическое отклонение (СКО) 
 xx D=σ ; (1.5) 

– асимметрия 
 3

31 xσµβ = ; (1.6) 
– эксцесс 

 ( ) 34
42 −= xσµβ . (1.7) 

Наиболее общим показателем риска считается математическое ожи-
дание (среднее значение) ущерба от опасного события за год. Если в те-
чение года может произойти более одного опасного события, то показате-
лем риска служит сумма ущербов от всех событий. Поэтому в задачах, 
связанных с выбором среди проектов, характеризующихся соответствую-
щими рисками, в первую очередь сравнивают математические ожидания. 
Выбор делают в пользу меньшего математического ожидания (рис. 1.1, а; 

21 mm < ).  
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При одинаковых МО сравнивают диспер-
сии или соответствующие СКО. Выбор дела-
ют в пользу меньшей дисперсии (или СКО), 
потому что чем больше среднеквадратиче-
ские отклонения, тем более вероятны значи-
тельные ущербы (рис. 1.1, а; 12 σσ < ). 

Асимметрия показывает степень сдвига 
моды плотности распределения вероятности 
к нулю по сравнению со случаем нормального 
распределения. При положительной асим-
метрии сдвиг наблюдается к нулю ущерба, 
при отрицательной – в сторону роста ущерба 
(рис. 1.1, б). Выбор делают в пользу больших 
положительных значений 1β . 

Эксцесс показывает степень остроты или 
плоскости функции плотности распределения 
вероятностей относительно нормального 
распределения. Положительные значения 
эксцесса свидетельствуют о более остро-
вершинном распределении, чем нормальный 
закон, а отрицательные – о более плоском 
распределении (рис. 1.1, в). Выбор делают в 
пользу больших положительных эксцессов. 

Для изучения проектных и запроектных 
инцидентов с участием технических систем 
используют детерминистический и вероятно-
стный подходы. В первом предусматривается 
анализ последовательности развития инци-
дента, начиная от исходного события через 
последовательность предполагаемых стадий 
отказов, деформаций и разрушения компо-
нентов до установившегося состояния. Ход 
аварийного процесса изучается и предсказы-
вается с помощью математического и физи-
ческого моделирования, для чего проводятся 
многочисленные лабораторные и натурные 
эксперименты.  

Детерминистический подход позволяет выявить причины инцидентов, 
разработать методы защиты на уровне конструктивных решений, снизить 
вероятность наступления инцидента за счет выбора материалов и проект-
ных решений. Недостатки этого метода – сложность, высокая стоимость, 
вероятность пропуска важного фактора риска, недооценка случайных со-
ставляющих риска. 

а 

б 

в 
Рис. 1.1. Примеры плотностей
распределений с различными
числовыми характеристиками:
а – МО и СКО; б – асимметрия;

в – эксцесс 
 

x 

f(x) β2 > 0

β2 < 0 β2 = 0

x 

f(x) 

β1 > 0 β1 < 0
β1 = 0 

m1 
m2 
6σ2 6σ1 

x 

f(x) 
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В вероятностном анализе оценивают вероятность возникновения ин-
цидента, проводят расчет вероятности того или иного сценария инциден-
та, анализируют разветвленные и пересекающиеся цепочки событий. Рас-
четные модели при этом оказываются существенно упрощенными по 
сравнению с детерминистическим подходом и соответствующими моде-
лями. В этих случаях широко применяют метод построения дерева отка-
зов, СП-анализ («событие - причина») и метод Монте-Карло (метод стати-
стического моделирования). 

Таким образом, в отличие от метода статистических характеристик, 
все остальные методы оценки техногенных рисков основываются на мо-
делировании исследуемой технической системы. Эта модель может учи-
тывать разные существенные факторы, в том числе и взаимное влияние 
окружающей среды и технической системы.  
 

Контрольные вопросы 
 

1. Что такое ГИС? Перечислите основные задачи и функциональные 
возможности ГИС. 

2. Какие объекты называют техногенными? Приведите примеры тех-
ногенных объектов и ситуаций. 

3. Дайте определение техногенной чрезвычайной ситуации. Приве-
дите примеры техногенных ЧС и опасных природных явлений, укажите 
возможные причинно-следственные связи между ними.  

4. Для выбранной ЧС укажите объекты и субъекты опасности. Что 
будет являться прямым и косвенным ущербом в случае реализации дан-
ной ЧС? 

5. Что является характеристиками опасных ситуаций?  
6. С чем связаны факторы риска для сложных технических систем? 

Дайте пояснение понятию «техногенный риск». 
7. Назовите критерии оценки риска. 
8. Какие существуют методы оценки техногенных рисков?  
9. Чем вероятностный анализ техногенных ситуаций отличается от 

детерминистического и что для них является общим? 
10. Что именно характеризуют математическое ожидание, дисперсия, 

асимметрия и эксцесс? Для заданной плотности распределения вероят-
ности ( )xf  определите значения xm , xD , 1β , 2β . 

11. Изобразите вид (форму) плотности распределения вероятности 
( )xf  для разных комбинаций знаков коэффициентов асимметрии и экс-

цесса, например { 1β < 0; 2β > 0} или { 1β = 0; 2β < 0}. 
12. Постройте дерево событий, приводящих к некоторой ЧС. Считая, 

что вероятности событий-причин известны, рассчитайте вероятность воз-
никновения анализируемой ЧС. 
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2. МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
 

Моделирование – это способ исследования каких-либо явлений, про-
цессов или объектов путем построения и анализа их моделей. 

Основными понятиями в теории и практике моделирования являются 
«модель» и «система». 

Система – совокупность взаимосвязанных объектов, компонентов 
или элементов произвольной природы, образующих некоторую целост-
ность в том или ином контексте.  

Теоретико-множественное определение системы 

SS RXS  ,= , 
где SX , SR  – множества элементов системы и отношений между ними. 

Признаками того, что моделируемый объект следует рассматривать 
как систему, являются: 

– эмерджентность (от англ. emergence – появление, выявление) – 
система как совокупность элементов обладает новыми свойствами, не 
присущими ни одному из ее элементов и не сводящимися к сумме свойств 
элементов системы; 

– многомодельность – для анализа системы необходимо привлече-
ние многих теорий и научных дисциплин, например, схемотехники, меха-
ники, теории тепломассообмена, теории электромагнитного поля и т. п.; 

– структурная сложность – система включает в себя большое количе-
ство элементов с различными связями между ними, разнообразными  
физико-химическими процессами и множеством иерархических уровней; 

– сложный характер функционирования – множество возможных со-
стояний системы при функционировании, сложный характер перехода из 
одного состояния в другое, наличие неопределенности, связанной с теку-
щим состоянием системы и влиянием внешней среды. 

При рассмотрении той или иной системы исходным этапом ее изуче-
ния является определение ее границы. Речь идет о необходимости раз-
деления всех элементов на два класса: принадлежащих и не принадле-
жащих системе. При этом те объекты, которые принадлежат системе, и 
будут являться ее элементами. Напротив, не принадлежащие системе 
объекты, но оказывающие на нее то или иное влияние, образуют среду 
или внешнюю по отношению к системе предметную область. Предполо-
жение о том, что граница системы четко определена, является одним из 
принципов системного анализа. 

Важнейшими характеристиками любой системы являются ее структу-
ра и процесс функционирования.  

Под структурой системы понимают устойчивую во времени сово-
купность взаимосвязей между ее элементами или компонентами. Эти 
взаимосвязи могут отражать в том числе и вложенность одной системы 
(подсистемы) в другую, более крупную систему (метасистему).  



12 

Структура системы может быть описана с разных точек зрения. Наи-
более общее представление о структуре дает схема устройства системы. 
При этом взаимодействие элементов может носить не только механиче-
ский, электрический или биологический характер, но и информационный, 
что характерно для современных организационно-технических систем. 

Процесс функционирования системы тесно связан с изменением 
свойств системы или отдельных ее элементов во времени. При этом важ-
ной характеристикой системы является ее состояние – множество значе-
ний свойств или признаков системы, которые в каждый момент времени it  
отражают наиболее существенные особенности поведения системы. Ка-
кое-либо изменение этих значений можно рассматривать как переход сис-
темы из состояния ( )ij ts  в новое состояние ( )1+ik ts .  

Систему можно изучать и анализировать, изменяя входные воздейст-
вия и наблюдая за выходами. Это кибернетический подход, в соответст-
вии с которым техническая система рассматривается как "черный ящик", 
выполняющий некоторую функцию преобразования информации в усло-
виях внешних воздействий (рис. 2.1).  

На рис. 2.1 показаны: 
– xr  – множество входных воздейст-

вий, поступающих в систему; 
– zr  – множество внешних, связан-

ных с окружающей средой, факторов, 
воздействующих на систему. Эти факто-
ры могут быть контролируемыми или не-
контролируемыми, управляемыми или 
неуправляемыми, детерминированными 
или случайными; 

– qr  – множество внутренних параметров системы, в том числе со-
стояния системы в предыдущие моменты времени; 

– yr  – вектор выходных параметров – реакция системы на входные 
воздействия и внешние факторы:  
 ( ) ( ) ( ){ }zqxAy rrrr   ,, ρρρ = , (2.1) 
где )(•A  – оператор системы (функция преобразования информации,  
выполняемая системой); ρ  – некоторый функционал, например время t , 
частота f , координата d  (расстояние, пространственное положение)  
и т. д. 

По наличию данных об операторе )(•A  системы разделяют на такие: 
1) система типа “черный ящик” – оператор )(•A  полностью неизвес-

тен и восстанавливается в процессе проектирования экспериментальным 
путем за счет обработки векторов xr , yr , zr ; 

2) система типа “серый ящик” – оператор )(•A  известен частично, 

 
Рис. 2.1. Кибернетическая  

модель системы 
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например с точностью до параметров qr , т. е. известно аналитическое  
выражение ( )qfA r

= , а параметры qr  – неизвестны; 
3) система типа “белый ящик” – известны и вид оператора )(•A , и 

значения параметров qr . 
По типу оператора )(•A  системы разделяют по совокупности их 

свойств, таких, как физическая реализуемость, стохастичность, вектор-
ность, линейность, инерционность, стационарность, распределенность, 
автономность и др. 

В физически реализуемых системах выходная реакция системы 
формируется по текущему и предыдущим значениям входного воздейст-
вия. В физически нереализуемых системах для определения выходной 
реакции системы в текущий момент времени требуется знание будущих 
значений входного сигнала. 

Для детерминированных систем существует однозначное соответ-
ствие между входным и выходным сигналами ( )xAy r

= .  
В вероятностных (стохастических) системах значение выходного 

сигнала может быть предсказано по значению входного сигнала только с 
некоторой определенной вероятностью ))(()( xAfxyP rrr

= . Причинами 
этой неопределенности могут быть: 

– изменение внутренних параметров qr  по случайному закону; 
– случайные изменения структуры системы; 
– влияние внешних факторов случайного характера zr . 
По количеству входов и выходов различают одномерные (скалярные) 

и многомерные (векторные) системы. В одномерных системах входной 
( )tx  и выходной ( )ty  процессы – скалярные величины: ( )xAy= .  

Систему считают многомерной, если хотя 
бы один из процессов )(txr , )(tyr  является век-
торным. Система может быть векторной по 
входу, например )()()( txtxty 21 += , по выходу, 
например )()( txaty ⋅=1 , )()( txbty ⋅=2 , либо 
иметь много входов и выходов, каким-либо об-
разом связанных друг с другом (рис. 2.2). 

Линейные системы в отличие от нелиней-
ных подчиняются принципу суперпозиции 

( ) { }( )∑∑ ⋅=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅=
k

kk
k

kk xAaxaAy . 

У безынерционных (статических) систем выходной сигнал в некото-
рый момент времени зависит только от значения входных сигналов в тот 
же момент времени.  

 
Рис. 2.2. Многомерная 

система 
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Инерционные (динамические) системы обладают "памятью о про-
шлом": значение выходного сигнала в некоторый момент времени зависит 
от значений входного сигнала в тот же момент и от значений входного и 
выходного сигналов в предшествующие моменты времени. 

В стационарных системах сдвиг входного сигнала во времени при-
водит к такому же сдвигу выходного сигнала )()( ττ +→+ tytx , в то 
время как в нестационарных системах выходной сигнал зависит от мо-
мента подачи входного сигнала, т. е. ),( tAA •= . 

В системах с распределенными параметрами реакция системы за-
висит не только от времени, но и от координат. Такую систему описывают 
дифференциальными уравнениями в частных производных по времени и 
пространству.  

Системы с сосредоточенными параметрами описывают обыкновен-
ными дифференциальными уравнениями; реакция этих систем зависит 
только от времени. 

Автономными называют системы, у которых отсутствует входное 
воздействие: 0≡)(tx , ),()( zqAty rr

= .  
В неавтономных системах реакция системы определяется не только 

внутренним состоянием, но и входным сигналом: ))(,()( txqAty  r= . 
Модель (от латинского modus – копия, образ, очертание) – это мате-

риальный или мысленно представляемый объект, который в процессе по-
знания (изучения) замещает объект-оригинал, сохраняя некоторые важ-
ные для данного исследования свойства оригинала.  

Математическая модель – приближенное описание какого-либо 
класса явлений или объектов реального мира на языке математики.  
В общем случае ее можно представить в виде системы функционалов 

 ( ) 0   =Φ tZYXi ;,, ,  
где X – вектор входных переменных, ( ) ( ) ( )[ ]txtxtxX N    21 ,,, K= ;  
Y – вектор выходных переменных, ( ) ( ) ( )[ ]tytytyY M    21 ,,, K= ; Z – вектор 
внешних воздействий, ( ) ( ) ( )[ ]tztztzZ K    21 ,,, K= ; t – время. 

По принципам построения математические модели разделяют на 
аналитические и имитационные.  

В аналитических моделях процессы функционирования реальных 
объектов, процессов или систем записывают в виде явных функциональ-
ных зависимостей. Как правило, для этого используют дифференциаль-
ные, интегральные и алгебраические уравнения и системы уравнений.  

По мере усложнения объекта моделирования построение аналитиче-
ской модели превращается в трудноразрешимую проблему. Тогда необ-
ходимо использовать более гибкий метод моделирования – имитацион-
ное моделирование, при котором функционирование объектов, процессов 
или систем описывают набором алгоритмов. Алгоритмы имитируют  
реальные элементарные явления, составляющие процесс или систему, с 
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сохранением их логической структуры и последовательности протекания 
во времени.  

В зависимости от характера исследуемых процессов и систем мате-
матические модели могут быть детерминистические и стохастические.  
В детерминистических моделях предполагается отсутствие всяких слу-
чайных воздействий, элементы модели (переменные, математические 
связи) точно установлены, поведение системы можно точно определить.  
Стохастическая модель учитывает случайный характер процессов в ис-
следуемых объектах, который описывается методами теории вероятности 
и математической статистики. 

По виду входной информации модели разделяют на непрерывные и 
дискретные. Если информация и параметры непрерывны, а математиче-
ские связи устойчивы, то модель – непрерывная. Если информация и па-
раметры дискретны, а связи неустойчивы, то и модель – дискретная. 

Статические модели описывают поведение объекта, процесса или 
системы в какой-либо фиксированный момент времени. Динамические 
модели отражают поведение объекта, процесса или системы во времени. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Что такое система? Назовите основные характеристики системы. 
Приведите пример системы с указанием ее структуры, элементов и 
свойств. 

2. Каким образом можно описать структуру и процесс функциониро-
вания системы? 

3. Что представляет собой кибернетическая модель системы? 
4. Чем различаются между собой системы типа «черный ящик»,  

«серый ящик» и «белый ящик»? 
5. По каким признакам можно классифицировать системы?  
6. Что определяет физическую реализуемость системы? 
7. По математической записи принципа суперпозиции дайте трактов-

ку его сути. 
8. Можно ли считать систему стохастической, если на ее вход посту-

пает детерминированный входной сигнал? Если да – за счет чего возни-
кает неопределенность? Если нет – укажите, что требуется для такого 
предположения. 

9. Являются ли понятия «статический» и «стационарный» равно-
значными? Если нет – в чем отличие? 

10. Чем автономные системы отличаются от неавтономных? 
11. Приведите примеры многомерных систем. 
12. Что такое математическая модель?  
13. Какие виды моделей Вы знаете? Чем будете руководствоваться 

при выборе вида модели?  
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3. МЕТОДЫ И ЭТАПЫ РАЗРАБОТКИ ИМИТАЦИОННЫХ МОДЕЛЕЙ 
 
По результатам системного анализа наиболее эффективным методом 

проектирования имитационных моделей является такой, который объеди-
няет нисходящее и итерационное проектирование.  

При итерационном методе проектирования путем множества ите-
раций добиваются соответствия модели целям проектирования; это метод 
«проб и ошибок», предусматривающий последовательные циклические 
изменения, в результате которых получают модель, удовлетворяющую 
требованиям точности и адекватности.  

В основе нисходящего проектирования лежит принцип последова-
тельной детализации, или декомпозиции. Он состоит в постепенном уточ-
нении абстрактного описания системы, в процессе которого на каждом 
этапе построения модели задают определенный уровень детализации 
отображения системы. На первом этапе проектирования строят наиболее 
общую одноуровневую модель системы, с помощью которой оценивают 
только основные показатели ее работы. На следующем этапе некоторые 
блоки модели описывают более детально. Так можно достичь большой 
точности и адекватности модели в целом. 

При выборе первоначального варианта модели используют метод 
аналогии, который основывается на знании характеристик компонентов 
системы и принятых решениях в подобных случаях. Методы внесения из-
менений в модель основываются на принципе направленного исследова-
ния. Для его применения в пространстве параметров модели можно по-
строить гиперповерхность ее показателей точности и оптимизировать или 
хотя бы улучшить эти показатели. Если результаты сравнения модели и 
реальной системы неудовлетворительны, то необходимо сформулировать 
ряд гипотез о причинах несоответствия. Гипотезы целесообразно форму-
лировать для нескольких уровней представления модели: 

– описание структуры; 
– алгоритмы поведения; 
– параметры и входные данные. 
Поиск причин несоответствия начинают с уровня входных данных, 

для чего оценивают чувствительность модели к их изменениям. Если не-
значительное изменение входных данных приводит к существенному из-
менению выходных, то необходимо уточнить входные данные и (или) ло-
кализовать блоки модели, влияние на которые максимально. Устранение 
причин такой сильной зависимости может потребовать изменения струк-
туры модели путем замены отдельных блоков на более детализирован-
ные, что приведет к изменению внутренних параметров модели и алго-
ритмов функционирования.  

Параметрическая наладка модели требует поиска оптимальных па-
раметров, при которых степень несоответствия между моделью и систе-
мой будет минимальна.  
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Алгоритмы поведения системы можно изменять локально (для  
отдельных блоков) или для модели в целом. Такие изменения требуют 
более детального изучения поведения моделируемой системы и могут 
привести к изменению уровней детализации в модели. 

Изменить структуру модели сложнее, чем наладить параметры, так 
как это может привести к глобальным изменениям модели и ее замене 
новой. 

Этапы построения имитационной модели: 
– формулировка проблемы и постановка задачи; 
– разработка концептуальной модели; 
– программная реализация имитационной модели; 
– проверка правильности и достоверности модели; 
– организация, планирование и проведение экспериментов; 
– принятие решений по результатам моделирования. 
Имитационная модель должна решать некоторую комплексную про-

блему, состоящую из нескольких задач, например, анализ работы систе-
мы приема, передачи и обработки информации, выбор комплекса техни-
ческих средств обработки информации, анализ времени обработки запро-
сов и распределения ресурсов в системе. Поэтому на этапе формулиров-
ки проблемы необходимо, прежде всего, установить цели моделирования. 
Затем проводят анализ объекта моделирования (системы или процесса): 
определяют конфигурацию системы, вектор состояния, т. е. множество 
параметров, характеризующих состояние системы, входные и выходные 
переменные, их взаимосвязи, внешние влияния на систему, основные 
критерии функционирования системы и ограничения при исследовании. 
Устанавливают критерии оценки модели целям моделирования, рассмат-
ривают такие показатели, как масштаб модели, необходимые ресурсы, 
программное обеспечение. 

Следующий этап – разработка концептуальной модели. Так называ-
ют абстрактную модель, выявляющую причинно-следственные связи, при-
сущие исследуемому объекту в тех пределах, которые определены целя-
ми исследования. Это формальное описание объекта моделирования, от-
ражающее концепцию, т. е. точку зрения исследователя, его понимание 
проблемы.  

При разработке концептуальной модели необходимо: 
– сформировать целевые функции (критерии качества) моделируе-

мой системы; 
– выбрать степень детализации модели; 
– описать входные, выходные переменные и параметры модели; 
– привести функциональные зависимости, которые описывают пове-

дение переменных и параметров; 
– указать ограничения на возможные изменения величин; 
– разработать структурную схему концептуальной модели и соста-

вить описание ее функционирования. 
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Выбор степени детализации описания объекта зависит от целей мо-
делирования, заданных ограничений и требуемой точности выходных 
данных yr . Для оценки уровня детализации можно использовать такие по-
казатели: 

– отношение реального времени к модельному, т. е. соотношение 
между временем моделирования с заданным набором данных и временем 
работы реальной системы с тем же набором данных; 

– разрешающую способность модели – минимальный интервал вре-
мени между последовательными событиями, которые фиксируются при 
моделировании. 

Уровень детализации должен быть неодинаков для всей модели: он 
выше для тех частей, для которых предполагается большая зависимость 
точности результатов моделирования от выбранной точности описания.  
С повышением уровня детализации возрастает способность модели точно 
воспроизводить поведение системы, конфигурация которой или входные 
данные для которой не были предусмотрены на этапе построения модели. 

При разработке концептуальной модели существенными являются 
выделение и описание состояний объекта. Состояние системы опреде-
ляется непрерывными или дискретными значениями характеристик ее 
элементов. Динамику поведения системы задают путем описания перехо-
дов ее из одного состояния в другое в пространстве состояний. Причины 
изменения состояния могут задаваться аналитически как детерминиро-
ванные или случайные функции времени. Состояния системы могут изме-
няться непрерывно или в дискретные моменты времени, что определяет 
выбор для описания поведения системы непрерывных или дискретных 
математических моделей.  

Выбор входных xr  и внутренних qr  переменных осуществляют в соот-
ветствии с уровнем детализации разных частей модели, с учетом возмож-
ных изменений и доступности первичных данных. Эти данные можно по-
лучить из технической и конструкторской документации, официальных от-
четов, статистических сборников, справочников. Также можно использо-
вать эмпирические данные, экспертные оценки, результаты анкетирова-
ния. При этом следует учитывать, что генерирование случайных величин 
и процессов с заданными распределениями эффективнее, чем просто ис-
пользование табличных данных.  

Формализация – это логико-математическое описание моделируемой 
системы с учетом динамики ее функционирования. Части модели, которые 
можно описать математически, подают в виде аналитических зависимо-
стей. Другие части модели представляют собой детальное словесное 
описание или алгоритм функционирования.  

Для описания концептуальной модели можно использовать структур-
ные схемы, диаграммы состояний, потоковые диаграммы, стохастические 
сети, ориентированные графы и др. (рис. 3.1, 3.2).  
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Рис. 3.1. Схема моделирования 
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Рис. 3.2. Схема моделирования 
системы массового обслуживания 

 

На рис. 3.1: нагрузка Н(t) – нормальный стационарный случайный 
процесс; П – постоянное допустимое значение прочности.  

Согласно условию отказа по схеме «нагрузка – прочность» 
Н(t) ≥ П 

моделью отказа является пересечение уровня П первым выбросом про-
цесса Н(t). Если уровень П существенно превышает математическое 
ожидание процесса Н(t), то последовательность моментов пересечений 
образует пуассоновский поток случайных событий. Значение интервала 
времени от начала моделирования до момента пересечения фиксируют и 
по результатам серии из N экспериментов получают выборку реализаций 
случайного времени наработки до отказа { }iot , i = 1…N. 

По схеме (рис. 3.2) моделируют события, обуславливающие перехо-
ды устройства обслуживания в состояния «свободно» – «занято»: случай-
ные моменты поступления запросов, длительности времени обслужива-
ния, которые вычисляют или генерируют на основе заданного статистиче-
ского распределения. Изменение состояния устройства определяется  
наступлением определенного события, а начало выполнения действия 
(активности, работы) – выполнением определенных условий. Так, ЕСЛИ 
поступил запрос И ресурс – свободный, ТО начать обслуживание запроса 
И изменить состояние ресурса на «занято». ЕСЛИ во время обслуживания 
поступает новый запрос, ТО поставить его в очередь. ЕСЛИ время обслу-
живания истекло, ТО состояние ресурса – «свободно». ЕСЛИ в очереди 
есть запросы, ТО выбрать для обслуживания один из них согласно приня-
тым правилам организации очереди (например, FIFO – первым пришел – 
первым обслужили, LIFO – последним пришел – первым обслужили, 
RANDOM – случайный выбор, а также выбор запросов с учетом их при-
оритетов). 
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Модель системы разрабатывают для получения некоторой новой ин-
формации о системе-оригинале в целях решения исходной проблемы. Ба-
зовым объектом для получения такой информации является программная 
модель сложной системы, реализованная на одном из языков программи-
рования или построенная с использованием соответствующих программ-
ных инструментов.  

На этапе программной реализации логическую схему модели преоб-
разуют в программу, при этом большое внимание уделяют разработке ал-
горитмов и численных методов решения задачи на ЭВМ, с помощью кото-
рых результат может быть найден с необходимой точностью и за прием-
лемое время.  

На этапе проверки выясняют, согласуются ли результаты моделиро-
вания с теоретическими сведениями или эмпирическими данными в пре-
делах определенной точности. Результаты проверки используют для мо-
дификации модели (это либо усложнение модели, чтобы она была более 
адекватной действительности, либо ее упрощение ради достижения прак-
тически приемлемого решения) или решают вопрос о применимости по-
строенной модели для проектирования либо исследования заданных про-
цессов или систем. 

Реализация этапа проведения экспериментов с моделью означает 
выполнение серии экспериментов с программной моделью системы на 
той или иной вычислительной платформе. При этом содержание процесса 
организации, планирования и проведения экспериментов отражает такая 
последовательность действий: 

– формирование конкретных значений наборов исходных данных 
(входных переменных), которые характеризуют отдельный вычислитель-
ный эксперимент с программной моделью системы; 

– выполнение расчетов или (в общем случае) выполнение отдельной 
итерации с имитационной моделью системы в целях получения конкрет-
ных значений выходных переменных модели; 

– оценка точности полученных результатов; 
– интерпретация полученных результатов в форме управляющих 

воздействий или альтернатив решения исходной проблемы. 
Этапы моделирования взаимосвязаны, а сама процедура построения 

модели – итерационная: после выполнения каждого этапа необходимо 
проверить правильность и достоверность полученных результатов и если 
они не соответствуют ожидаемым значениям – вернуться к предыдущим 
этапам для корректировки и подстройки модели.  

В результате выполнения этапов моделирования изменяются формы 
представления моделируемого объекта: формальное описание проблемы 
→ концептуальная модель → математическая модель → алгоритм моде-
лирования → программная реализация модели → результаты моделиро-
вания → интерпретация полученных результатов на языке данной пред-
метной области.  
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Таким образом, технология моделирования начинается с определе-
ния проблемы и заканчивается представлением результатов. Проверки и 
тестирования позволяют идентифицировать и исправлять качественные 
неточности на всех этапах моделирования путем циклического повторе-
ния тех этапов, где эти неточности были обнаружены. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. В чем суть итерационного метода проектирования? 
2. В чем состоит принцип декомпозиции системы? 
3. Для одной и той же системы изобразите две структурные схемы, 

которые отличаются уровнем детализации. 
4. Как выбрать первоначальный вариант модели системы? 
5. Перечислите уровни представления модели. 
6. Назовите этапы построения имитационной модели. В какой после-

довательности эти этапы необходимо выполнять, чтобы получить адек-
ватную модель? 

7. Объясните различие между понятиями «задача» и «проблема». 
8. Что такое концептуальная модель? Что нужно знать об объекте 

моделирования для построения концептуальной модели? 
9. Приведите примеры формального описания концептуальной мо-

дели. 
10. Чем определяется выбор уровня детализации описания объекта? 
11. Какие способы описания входных и выходных переменных модели 

Вам известны? 
12. Как и зачем выполняют оценку чувствительности модели к значе-

ниям входных переменных?  
13. В чем состоит параметрическая наладка модели? 
14. Каким образом описывают состояния объекта? 
15. Пусть по результатам наблюдений 

при фиксированных значениях входного воз-
действующего фактора ix  получен ряд зна-
чений выходного параметра объекта ( )ixy .  

Какую из предлагаемых моделей 
а) ( ) bxaxy ⋅= ; 
б) ( ) ( )xbaxy ⋅⋅= exp ; 
в) ( ) ( )xbaxy ⋅⋅= cos ; 
г) ( ) ( )xaxy blog⋅= ; 
д) ( ) xbaxy +=  

следует выбрать для описания этих данных? Почему? Каким образом 
можно найти оценки неизвестных параметров модели? 

ix  0 2 4 6 8 
( )ixy 0 0,5 1,0 1,6 2,4
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4. ТЕОРЕТИКО-ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МОДЕЛИ ФАКТОРОВ 
 
Сложность моделирования процесса функционирования системы или 

отдельных ее подсистем обусловлена множеством аспектов неопреде-
ленности. Это могут быть упрощения в описании процесса поведения сис-
темы-оригинала, невозможность или неточность формального представ-
ления правил преобразования входных воздействий в выходные, непред-
сказуемый характер поведения системы, субъективные факторы, связан-
ные с участием человека-оператора (время реакции, неточность движе-
ний), случайный характер параметров системы, входных сигналов и 
внешних воздействий (климатических, биологических, радиационных  
и т. д.). Причем в реальных условиях имеет место совместное воздейст-
вие всего множества факторов и их взаимное влияние. 

Изучением и разработкой моделей, учитывающих неопределенности, 
занимаются многие математические дисциплины – теория вероятностей, 
математическая статистика, теория информации, теория игр, теория мас-
сового обслуживания, теория нечетких множеств.  

Вероятностные модели подразделяют на такие:  
– дискретные и непрерывные; 
– зависимые и независимые; 
– случайные величины и случайные процессы; 
– одномерные и многомерные (векторные). 
Дискретной случайной величиной (ДСВ) А называют случайную вели-

чину, которая может принимать только конечное или счетное множество 
значений ka , k = 1…M. 

Исчерпывающая характеристика ДСВ – ее 
закон распределения, который задается:  

–  в виде таблицы (рис. 4.1, а); 
– диаграммой распределения (рис. 4.1, б); 
– аналитически { }kk aAPP == . 
Обязательным условием является 

∑ = =M
k kP1 1. 

В практических приложениях распростране-
ны ДСВ, принимающие неотрицательные цело-
численные значения 0, 1, 2, … Такие ДСВ можно 
трактовать как число появлений некоторого слу-
чайного события при многократном проведении 
опыта. Тем самым изучение поведения случай-

ных событий сводится к изучению целочисленных неотрицательных ДСВ. 
Случайные величины, возможные значения которых отличаются друг 

от друга на бесконечно малую величину, называются непрерывными слу-
чайными величинами (НСВ). 

ak a1 a2 a3 
Рk 0,3 0,5 0,2 

а 

a1

P(A)

0,2

a2 a3

0,6

 
б 

Рис. 4.1. Таблица (а) и 
диаграмма (б) закона  
распределения ДСВ 
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Для НСВ x интервал между двумя соседними ее возможными значе-
ниями стремится к нулю, поэтому вероятность значения x описывается 
плотностью распределения вероятностей (дифференциальной функцией 
распределения): 

( )
x

xxxxPxf
x ∆

∆+≤≤
=

∗∗

→∆

}{
0

lim . 

Плотность распределения ( )xf  – действительная неотрицательная 
функция: ( ) 0≥xf .  

Поскольку полное множество значений x в общем случае все множе-

ство действительных чисел, т. е. )( ∞−∞∈ ,x , то ( )∫
∞

∞−
= 1 dxxf  – усло-

вие нормировки. 
Вероятность того, что случайное значение x будет находиться в ин-

тервале ∆x, определяют как  

( ) ( )∫
∆+∗∗

∗

∗=∆+∈
xx

x
dxxfxxxxP  ] [ , . 

Вероятность того, что значение случайной величины x не превышает 
некоторого значения X 

( ) ( ) ( ) dxxfXxPXF
X

 ∫ ∞−
=≤= , 

называется интегральной функцией распределения (или просто функцией 
распределения). 

Для описания характера группирования НСВ используют моменты 
распределения k -го порядка – начальные km  (см. (1.1), (1.2)) и цен-
тральные kµ (см. (1.3), (1.4)). Форму закона распределения характеризуют 
третий и четвертый центральные моменты. На практике для оценки фор-
мы кривой плотности распределения вероятностей ( )xf  используют ко-
эффициенты асимметрии 1β  (см. (1.6)) и эксцесса 2β (см. (1.7)). 

 
4.1. Биномиальный закон распределения 

 
Биномиальное распределение, или распределение Бернулли, – это 

распределение дискретной случайной величины, которая может прини-
мать одно из двух возможных значений: либо 1 – «true» («истина»), либо  
0 – «false» («ложь»). Оно показывает вероятность появления некоторого 
случайного события А при n  независимых повторных испытаниях, в каж-
дом из которых данное событие может наступить с вероятностью p . 

Функция вероятности (вероятность того, что событие А наступит ров-
но k  раз при n  испытаниях) 
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 ( ) ( ) ( ) knk
n ppknk

nkxP −−
−

== 1!!
! . (4.1) 

Функция распределения вероятностей (вероятность того, что в серии 
из n  испытаний событие А произойдет менее k  раз) 

 ( ) ( ) ( )∑
<

−−
−

=
xk

knk ppknk
nxF 1!!

! . (4.2) 

Математическое ожидание pnmx ⋅= , дисперсия ( )ppnDx −⋅= 1 . 
На практике по биномиальному закону распределено количество де-

фектов в готовом изделии, количество аварий на транспорте за некоторый 
продолжительный интервал времени, количество звонков в телефонной 
сети за единицу времени и пр. 

Форма данного закона распределения существенно зависит от веро-
ятности p  (рис. 4.2). 

 

  
 а б 

Рис. 4.2. Биномиальный закон распределения: а – р = 0,2; б – р = 0,5 
 

4.2. Закон Пуассона 
 

Закон Пуассона (закон массовых и редких событий) – предельный 
случай биноминального закона распределения (4.1) при очень большом 
количестве испытаний ( ∞→n ), в каждом из которых вероятность события 
очень мала ( 0→p ), так что произведение aconstpn ==⋅ , где a  – сред-
нее значение количества событий.  

Закон Пуассона описывает целый ряд физико-технических явлений, 
имеющих импульсный характер, например количество отказов аппаратуры 
за некоторый промежуток времени, ударные нагрузки при транспортиров-

ке аппаратуры и т. п. 
Параметром закона является ин-

тенсивность возникновения событий 
ta=λ  – среднее число случайных 

событий, происходящих в единичном 
интервале времени. 

Функция распределения вероят-
ности (рис. 4.3) 

 
Рис. 4.3. Распределение Пуассона

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0,5 
F(k), a = 0,5 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0,2 

0,4 P(k) 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0,1

0,2

0,3 P(k)



25 

 ( ) ( ) t
k

ek
ttkxF λλ −== !; . (4.3) 

Математическое ожидание xm  и дисперсия xD  равны a . 
 

4.3. Равномерный закон распределения 
 

Равномерным (равновероятным) называет-
ся закон распределения такой непрерывной 
случайной величины, которая с одинаковой ве-
роятностью может принимать любое значение в 
заданных пределах (рис. 4.4). Оно применяется 
в случаях, когда функция распределения слу-
чайной величины x  неизвестна, а известны ее 
среднее значение xm  и некоторое рассеяние 

x∆±  относительно среднего.  
По равномерному закону распределены 

ошибка округления при измерениях или приближенных вычислениях, слу-
чайная фаза сигнала, отклонение от расписания движения транспортных 
средств. 

Плотность распределения определяется как 

 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
−=

.  0,
;  1

],[
],[,)(

bax
baxabxf . (4.4) 

Функция распределения имеет вид 

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤<
−
−
≤

.,
;,

;,

)(
bx

bxaab
ax

ax

xF
1

0

. (4.5) 

Математическое ожидание  

 2
1 baxdxabm

b
ax

+=
−

= ∫ .  

Дисперсия  

 ∫
−

=−
−

==
b
a xxx

abdxmxabD 12
1 2

22 )()(σ .  

Асимметрия 01=β , эксцесс 212 ,−=β . 
 

4.4. Экспоненциальное распределение 
 

Экспоненциальное распределение широко используют в теории на-
дежности технических систем и в теории массового обслуживания.  

 
Рис. 4.4. Плотность 
равномерного закона 

распределения

f(x)

x
a b
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Случайные величины с таким 
распределением используют при мо-
делировании процессов выхода из 
строя и ремонта оборудования в 
сложных системах, при определении 
интервалов времени между последо-
вательными вызовами абонентов в 
телефонной сети или заказов от не-
зависимых клиентов в сети обслужи-
вания. Экспоненциальное распреде-
ление (рис. 4.5) определяется одним 

параметром λ , который называют интенсивностью, или плотностью пото-
ка событий. 

Плотность распределения  
 xexf ⋅−⋅= λλ)( , 0≥x . (4.6) 

Функция распределения  
 xexF λ−−= 1)( . (4.7) 

Математическое ожидание λ1=xm , дисперсия 22 1 λσ =x , асим-
метрия 21 =β , эксцесс 62 =β . 

 
4.5. Нормальное распределение 

 
Нормальное распределение, или 

распределение Гаусса (рис. 4.6) ис-
пользуют в различных областях науки 
и техники в качестве вероятностной 
модели шума. Оно является одной из 
основных моделей при статистической 
обработке многоканальных коррели-
рованных данных. Согласно централь-
ной предельной теореме сумма боль-
шого количества независимых случай-
ных величин имеет распределение, 
близкое к нормальному. 

Плотность распределения  

 ( )

( )
2

2

2
2

1 x

xmx

x
exf σ

σπ

−
−

= , (4.8) 

где xm  – математическое ожидание; 2
xσ  – дисперсия.  

Функция распределения не выражается в аналитических функциях: 

 
Рис. 4.5. Плотность экспоненциального 

закона распределения 

 
Рис. 4.6. Плотность нормального 

закона распределения 

f(x) 

x 
mx 

0 1 2 3 4 

f(x) 

x

λ
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∫ ∞− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−=
x

dtmtxF 2

2

22
1

σσπ
)(exp)( . 

Асимметрия 1β  и эксцесс 2β  равны нулю. 
Стандартное обозначение нормального закона распределения 

),;()( xxmxNxf σ = , например, )10( ,;xN  – стандартное нормальное 
распределение с параметрами xm  = 0 и xσ  = 1. 

 
4.6. Распределение Рэлея 

 
Закон распределения Рэлея исполь-

зуют, в частности, в радиотехнике для 
моделирования огибающей смеси высо-
кочастотного сигнала и шума. Случайную 
величину x  с таким распределением 
можно получить из двух нормально рас-
пределенных чисел 1z  и 2z , у которых 
МО равны нулю, а СКО – одинаковы:  

1σ  = 2σ  = σ , путем преобразования  
2
2

2
1 zzx += . 

Распределение Рэлея (рис. 4.7) оп-
ределяется одним параметром σ . 

Плотность распределения Рэлея  

 ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<
= − .,

;,
)( 0

00
22 2

2 xex
x

xf x σ
σ

 (4.9) 

Функция распределения  

 ( )⎩
⎨
⎧

≥−

<
= − .,

;,
)(

01
00

22 2 xe
x

xF x σ  (4.10) 

Математическое ожидание σπσ 2512 ,≈=xm , дисперсия 

( )222 πσ −=xD ≈ 2430 σ, , асимметрия 6301 ,≈β , эксцесс 302 ,≈β . 
 

4.7. Гамма-распределение 
 
Гамма-распределение применяют для моделирования различных фи-

зических и экономических явлений и процессов. Вид плотности распреде-
ления в значительной степени зависит от значений параметра формы α и 
параметра масштаба β (рис. 4.8); 0>α , 0>β . 

 
Рис. 4.7. Плотность  

распределения Рэлея

0 2 4 6 8 10

2

1

3 

σ1 < σ2 < σ3 

f(x)

x
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а б 
Рис. 4.8. Плотности гамма-распределения 

Плотность распределения  

 
( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥
Γ

<
= −−

−
,,

;,
)(

0

00
1 xex

x
xf x βα

α

α
σ  (4.11) 

где ( )αΓ  – гамма-функция, или функция Эйлера: 

( ) ∫
∞ −−=
0

1 dyey yααΓ . 

Как и в случае нормального распределения, функция гамма-
распределения в аналитических функциях не выражается. 

Математическое ожидание αβ=xm , дисперсия 2αβ=xD . Коэффи-

циент асимметрии αβ 21= , коэффициент эксцесса αβ 62 = . 
Частными случаями гамма-распределения являются распределение 

Эрланга (α – целое число), экспоненциальное (α = 1 и β = 1) и  
2χ -распределение (α = 0,5).  

 
4.8. Многомерный закон распределения 

 
Совокупность случайных величин, описывающих некоторый процесс, 

можно объединить в вектор параметров ix , pi K1= ; тогда говорят о 
многомерной случайной величине (или p-мерном случайном векторе) 

( )pxxxx ,,, K
r

21= . Каждая из величин pxxx ,,, K21  является одномер-

ной случайной величиной со своим законом распределения )( ixf . 
Рассмотрим для конкретности двумерный вектор случайных величин 
( )21 xxx ,=

r
. Двумерная случайная величина может быть описана дву-

мерным законом распределения: 

0 5 10 15

f(x)

x 

α = 3, β = 2 

α = 3, β = 1 

α= 3, β = 0,5 

0 2 4 6 8 10

f(x) 

x 

α = 1, β = 1 

α = 2, β = 1 

α = 4, β = 1 
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– плотностью распределения  

21

22221111

0
021

2
1 xx

xxxxP
xxf

x
x ∆∆

∆+<<∩∆+<<
=

→∆
→∆

)()[(
lim),(

ξξξξ
; 

– функцией распределения 

][),(),( 2211212121
1 2 ξξξξξξ <∩<== ∫ ∫∞− ∞−

xxPddfxxF
x x

, 

причем 
21

21
2

21 xx
xxF

xxf
∂∂

∂
=

),(
),( . 

Двумерная плотность распределения связана с одномерными рас-
пределениями как 

)()(),( 12121 xxfxfxxf =  или )()(),( 21221 xxfxfxxf = , 

где )( ji xxf  – условная плотность распределения. 

Если величины 1x  и 2x  независимы, то )()(),( 2121 xfxfxxf = . 
Случайные величины являются зависимыми, если изменение одной 

приводит к изменению плотности распределения другой.  
Случайные величины называются коррелированными, если измене-

ние одной случайной величины приводит к изменению математического 
ожидания другой.  

Степень корреляционной зависимости двух случайных величин опи-
сывается коэффициентом корреляции 

 2121221112 dxdxxxfmxmxR ),())((∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−=  (4.12) 

или нормированным коэффициентом корреляции  
 ( )211212 σσRr = , 11 ≤≤− r . (4.13) 

Для описания взаимосвязи многомерных случайных величин исполь-
зуют корреляционную матрицу – симметричную невырожденную матрицу 
размером p×p, составленную из центральных моментов второго порядка, 
образованных составляющими случайного вектора xr : 
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L

L

R , (4.14) 

где ijr  – коэффициент корреляции между i-й и j-й компонентами случай-
ного вектора.  

Для некоррелированных процессов 0=ijr  и ( )2diagR iσ= . 
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На рис. 4.9 показано влияние коэффициента корреляции 12r  на  
эллипс рассеяния двумерной случайной величины ( )21 xxx ,=

r
. Направ-

ления главных осей эллипса совпадают с собственными векторами кор-
реляционной матрицы R , а диаметры пропорциональны квадратному 
корню от соответствующих собственных чисел или СКО.  

Знак 12r  определяет направление взаимосвязи компонент случайного 
вектора 1x  и 2x , а абсолютное значение 12r  – силу связи; при 12r = 1  
эллипс вырождается в прямую линию. 

 
а б в 

 
г д е 
Рис. 4.9. Физический смысл коэффициента корреляции:  
а – r12 = 0, σ1 = σ2; б – r12 = 0, σ1 > σ2; в – r12 = 0, σ1 < σ2; 

г – r12 = 1, σ1 = σ2; д – r12 = 0,5, σ1 = σ2; е – r12 = – 0,8, σ1 = σ2 
 

Следует иметь в виду, что некоррелированность двух случайных ве-
личин не означает их независимости, в то время как независимые величи-
ны всегда некоррелированы. 

Наиболее широко используемая модель векторных случайных вели-
чин – многомерный нормальный закон распределения 
 ( ) { })(R)(,expR)( mxmxxf p rrrrr

−−−= −−− 1T212 502π , (4.15) 
где mr  – p-мерный вектор математического ожидания; R  – определитель 

корреляционной матрицы R ; 1−R  – матрица, обратная R . 
При 2=p  (рис. 4.10) плотность нормального закона распределения 

определяется пятью параметрами 1m , 2m , 1σ , 2σ  и 12r : 
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 (4.16) 

Очевидно, что для некоррелирован-
ных случайных величин 012 =r  и 

)()(),( 2121 xfxfxxf = . 
Многомерный нормальный закон 

полностью определяется вектором сред-
них значений mr  и корреляционной  
матрицей R . 

Для нормального распределенных 
составляющих многомерной случайной 
величины понятия независимости и не-
коррелированности равносильны. 
 

4.9. Модели случайных процессов 
 

Входные воздействия на системы, их вы-
ходные реакции и внутренние параметры, а 
также внешние факторы, воздействующие на 
системы, во многих случаях являются случай-
ными функциями неслучайного аргумента – 
времени, пространственных координат, часто-
ты. Поэтому такие случайные функции назы-
вают стохастическими, или случайными про-
цессами (СП). Если случайный процесс явля-
ется функцией вектора аргументов, например 
координат ),,( zyx   , то такие СП называют 
случайными полями.  

Функция от времени )(txk , описывающая 
случайное явление, называется выборочной 
функцией (выборкой). При конечном интерва-
ле наблюдения выборочную функцию называ-
ют реализацией СП (рис. 4.11). Мгновенное 
значение реализации в момент времени itt =  
будем называть ее отсчетом. 

Случайный процесс или поле задается со-
вокупностью своих реализаций (ансамблем 
выборочных функций).  

 
Рис. 4.10. Двумерная плотность 
нормального распределения

 
Рис. 4.11. Реализации  

процесса и средняя функция  
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Основные характеристики СП: 
1) математическое ожидание )(tm  – это "средняя" функция, вокруг 

которой происходит разброс реализаций. Его значение в момент времени 
it  можно найти усреднением отсчетов каждой выборочной функции ан-
самбля (см. рис. 4.11): 

( ) ( )∑ =∞→
= N

k ikNi txNtm 1
1lim . 

Путем изменения времени от 0=t  до ∞=t  может быть определено 
математическое ожидание )(tm  – неслучайная функция времени, которая 
при любом значении t  равна математическому ожиданию соответствую-
щего сечения по времени случайного процесса: 

{ })()( txMtm = ; 
2) многомерная функция распределения СП 
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3) многомерная плотность распределения 
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Тогда математическое ожидание случайного процесса может быть 
представлено в виде моментной функции первого порядка 

 ( ){ }∫
∞

∞−
=⋅== txMdxtxfxtmtm ),()()( 1 ;  

4) дисперсия СП (моментная функция второго порядка) 
 ( ) ( ) ( ){ }2

2 )()( tmtxMtmtD −==   
характеризует разброс СП относительно средней функции; 

5) среднеквадратическое отклонение  
 ( ) ( )tDt =σ ;  

6) автокорреляционная функция (АКФ) 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }221121 tmtxtmtxMttRx −−=,  (4.17) 
характеризует зависимость значения СП в данный момент времени 2t  от 
его значения в некоторый предыдущий момент времени 1t ; 

7) нормированная корреляционная функция 

 ( ) ( )
( ) ( )21

21
21 tt

ttR
ttr x

σσ ⋅
=

,
, ; (4.18) 

8) для двух случайных процессов ( )tx  и ( )ty  используется взаимная 



33 

корреляционная функция (ВКФ) 
 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }221121 tmtytmtxMttR yxxy −−=, ; (4.19) 

9) поскольку процессы – функции времени, то преобразование Фурье 
для отдельной реализации дает ее спектральную плотность: 

 ( ) ( ){ } ( )∫
∞

∞−
−== dtetxtxFX tj

kkk
ωω& ; (4.20) 

10) спектральная плотность мощности (энергетический спектр СП) 

 ( ) ( )[ ]∑ =∞→
= N

k kN
XNS 1

22  1 ωω &lim . (4.21) 

 
Контрольные вопросы 

 
1. Как описывают случайные величины?  
2. В чем разница между законом распределения и плотностью рас-

пределения вероятности? 
3. Запишите выражения, связывающие числовые характеристики с 

параметрами распределений. 
4. Приведите примеры параметров входных и выходных сигналов 

или внутренних переменных систем, которые являются случайными вели-
чинами. Предложите подходящую вероятностную модель для их описа-
ния. 

5. На что влияет количество параметров распределения? 
6. Какими свойствами должна обладать некоторая математическая 

функция, чтобы ее можно было рассматривать как плотность распределе-
ния вероятности (функцию распределения)? 

7. Для произвольного распределения ( )xf  при заданных значениях 
параметров постройте графики плотности распределения вероятности и 
функции распределения. 

8. Как описывают случайные векторы? 
9. Что означают зависимость и коррелированность случайных вели-

чин? Если случайные величины зависимы, могут ли они являться некор-
релированными? Если случайные величины независимы, означает ли это 
их некоррелированность? 

10. Что характеризует коэффициент корреляции? 
11. Для случайного вектора xr  при заданных mr , σr  и ijr  запишите 

корреляционную матрицу R . 
12. Что общего и в чем различие между случайной величиной, слу-

чайным вектором и случайным процессом? 
13. Назовите основные характеристики случайных величин, случай-

ных векторов и случайных процессов. 
14. Что характеризуют корреляционные функции АКФ и ВКФ? 
15. Что такое спектральная плотность случайного процесса? 
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5. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ФАКТОРОВ 
 
Чтобы построить статистическую модель фактора, необходимо оце-

нить вид распределения и найти оценки параметров распределения. Для 
этого применяют типовые алгоритмы статистического анализа наблюде-
ний, основными из которых являются: 

– эмпирические моменты распределения k -го порядка 

 ∑ == N
i

k
ik xNm 1

1ˆ , (5.1) 

где N  – количество отсчетов (объем выборки); ix  – значения отсчетов; 
– оценка математического ожидания (среднее выборочное) 

 ∑ =⋅== N
i ixNxm 1

1ˆ ; (5.2) 

– эмпирические центральные моменты k -го порядка 

 ( )∑ = −
−

= N
i

k
ik xxN 11

1µ̂ ; (5.3) 

– несмещенная оценка дисперсии  

 ( )∑ = −
−

= N
i i xxND 1

2
1

1ˆ  (5.4) 

или оценка среднеквадратического отклонения  
 xD̂ˆ =σ . (5.5) 

Для оценки плотности распределения чаще всего используют гисто-
граммный метод.  

Гистограмма – ступенчатая фигура (рис. 5.1, а), состоящая из прямо-
угольников, основания которых – частичные интервалы длиной kx∆ , а 
высоты рассчитывают по формуле 

 Nx
n

xf
k

k
k ⋅∆

=∗ )(ˆ , (5.6) 

где kx∆  – узкий интервал, симметричный относительно точки ∗x ;  

kn  – количество попаданий выборочных значений фактора в интервал 

kx∆ , k = 0…M – 1; M – количество интервалов гистограммы. M зависит 
от объема выборки; при N от 200 до 500 значение M обычно выбирают в 
диапазоне от 10 до 20. 

Функцию распределения (рис. 5.1, б) 

( )∫ ∞=
x
-

dzzfF(x) , 

можно оценить по результатам оценки плотности распределения как 

 ∑ −
== 1

0
k
i ik fF ˆˆ , k = 0…M. (5.7) 
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а б 

Рис. 5.1. Гистограмма (а) и эмпирическая функция распределения (б) 
 
Коэффициенты корреляции xyR  и нормированные коэффициенты 

корреляции xyr  между случайными признаками x  и y  можно оценить не-

посредственно по отсчетам ix , iy , Ni K1=  как 

 ( )( )yyxxNR i
N
i ixy −−

−
= ∑ =11

1ˆ ;  (5.8) 

 
yx

xy
xy

R
r σσ ˆˆ

ˆ
ˆ

⋅
= . (5.9) 

Корреляционная функция случайного процесса ( )tx  может быть оп-
ределена либо прямыми вычислениями по отсчетам процесса ix   

 ( )( )xxxxnNnR ni
nN

i i −−
−

= +
−

=∑ 1
1)(ˆ ,  (5.10) 

либо методом преобразования Фурье согласно теореме Винера–Хинчина 
 ( ) ( ){ }ωω *ˆ XXFR && ⋅= −1 , (5.11) 
где { })()( txFX =ω&  – спектр реализации процесса; *  – знак комплексного 
сопряжения.  

В пакете Mathcad прямое быстрое преобразование Фурье реализует 
функция ( )xfft , где x  – вектор, состоящий из k2  элементов (k – целое 
число), а соответствующее обратное преобразование – функция ( )Xifft . 

Для статистической обработки данных в пакете Mathcad можно 
использовать такие встроенные функции: 

– ( )K  ,, BAmean  – арифметическое среднее элементов в K,,BA , 
где K,,BA  – массивы или скаляры; 

– ( )K  ,, BAStdev  – несмещенная оценка СКО элементов в K,,BA ; 
– ( )BAcvar  ,  – оценка коэффициента корреляции между элементами 

в A  и B ; 

0,5 

1
kF̂

xk 

kf̂  

xk 
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– ( )BAcorr  ,  – оценка нормированного коэффициента корреляции 
между элементами в A  и B ; 

– ( )Awhist ,  – количество попаданий значений массива A  в интерва-
лы, координаты которых содержатся в векторе w ; 

– ( )Anhistogram ,  – возвращает матрицу 2×n ; в первом столбце на-
ходятся середины n  интервалов равной ширины, во втором – количество 
попаданий значений массива A  в эти интервалы. 

Выбор статистической модели (подбор закона распределения по 
экспериментальным данным) можно проводить с помощью коэффициен-
тов асимметрии 1β  и эксцесса 2β , которые характеризуют форму кривой 
плотности вероятности. Коэффициент асимметрии характеризует симмет-
ричность закона распределения (например, для нормального закона  

1β = 0, для экспоненциального – 1β  = 2). Коэффициент эксцесса описыва-
ет "островершинность" закона распределения. За эталон принят нормаль-
ный закон – 2β = 0. Если эксцесс положительный, то кривая плотности 
распределения вероятностей имеет более высокую и «острую» вершину, 
чем нормальная кривая (например, для экспоненциального закона 2β = 6). 
Если эксцесс отрицательный, то сравниваемая кривая имеет более низ-
кую и «плоскую» вершину, чем нормальная кривая (например, для равно-
вероятного закона 2β = – 1,2).  

Если теоретические зна-
чения асимметрии и эксцесса 
для различных законов распре-
деления нанести на плоскость в 
системе координат { }21  ββ , , как 
показано на рис. 5.2, то получит-
ся диаграмма, называемая плос-
костью моментов. Найденные 
оценки коэффициентов асиммет-
рии 1β̂  и эксцесса 2β̂  можно на-
нести точкой на эту плоскость. 
Тогда в качестве статистической 
модели исследуемой случайной 
величины или случайного про-
цесса можно принять ближайший 
из законов распределения.  

Расстояние между двумя 
точками A  и B  с координатами 

),( AA
21  ββ  и ),( BB

21  ββ  опреде-
ляют по формуле  

 
Рис. 5.2. Плоскость моментов: 

Г – линия гамма-распределения;  
E – экспоненциальный закон;  

R – распределение Рэлея; 
N – нормальное распределение; 
U – равномерное распределение 
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 ( ) ( )222
2

11
BABA

ABd ββββ −+−= .  
Если на плоскости моментов рядом с точкой, соответствующей экспе-

риментальной данным, оказалось несколько известных законов распреде-
ления, следует проверить все варианты статистической модели на адек-
ватность. Проверку согласия теоретического и экспериментального рас-
пределений можно провести по критерию 2χ  (критерию Пирсона), для че-

го необходимо вычислить гистограмму экспериментальной выборки kf̂  
(5.6), найти теоретические значения плотности для предполагаемого за-
кона распределения ( )xf  и теоретические значения вероятностей попа-
дания выборочных значений в интервалы гистограммы: 

( ) dzzfP k

k

x
xk  1∫ += , k = 0…M – 1, 

где M  – количество интервалов (разрядов) в гистограмме.  
Значение критерия 2χ  определяется как взвешенная сумма квадра-

тов отклонений теоретического и эмпирического количества попаданий в 
интервалы гистограммы: 

 
( )

∑ = ⋅
−⋅

= M
k k

kk
PN

fPN
1

2
2 ˆ

χ ,  (5.12) 

где N  – количество отсчетов в выборке { }ix . 
Вывод о непротиворечии эмпирического распределения (гистограм-

мы) выбранному теоретическому распределению делают на основе срав-
нения рассчитанного значения 2χ  с квантилем этого распределения 

),( ατχα
2 . Квантиль порядка α 2χ -распределения определяется заданной 

вероятностью α (уровнем значимости гипотезы о виде распределения) и 
числом степеней свободы τ : 
 LM −−= 1τ ,  (5.13) 
где M  – количество интервалов гистограммы; L  – количество парамет-
ров распределения, оцениваемых по выборке. Единицу вычитают всегда в 
силу условия нормировки 

( )∑ = =M
k k xf1 1ˆ . 

Если 22
αχχ ≤ , то теоретическое и эмпирическое распределения с 

вероятностью α−= 1P  не противоречат друг другу. В противном случае 
гипотезу отвергают как неправдоподобную.  

Уровень значимости α – это вероятность совершить ошибку первого 
рода, т. е. отвергнуть правильную гипотезу. Ошибка второго рода состоит 
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в том, что будет принята неправильная гипотеза; вероятность такой ошиб-
ки принято обозначать β. 

При работе в Mathcad для нахождения величины α по критерию 2χ  
используют функцию ( )τ ,zpchisq , возвращающую значение интеграль-
ной функции 2χ -распределения с τ  степенями свободы.  

При известной величине τ  и рассчитанном значении 2χ  вероятность 
того, что гипотеза о виде распределения соответствует эксперименталь-
ные данным, можно найти так: 

( ) ( )τχτχ ,:, 212 pchisqP −= . 
Для оценки неизвестных параметров распределения можно восполь-

зоваться относительно простым методом моментов, который состоит в 
приравнивании теоретических моментов рассматриваемого распределе-
ния к соответствующим эмпирическим моментам того же порядка.  

Для оценки одного параметра θ  достаточно иметь одно уравнение 
относительно этого параметра. Так как момент первого порядка (матема-

тическое ожидание) ( )∫
∞

∞−
=⋅= θϕθ dxxfxmx );(  есть функция от пара-

метра θ , а оценка математического ожидания (среднее выборочное)  
x  – число, определяемое по данным, то, приравняв xmx = , получим 
уравнение с одним неизвестным. Решив это уравнение относительно па-
раметра θ , тем самым найдем его точечную оценку θ̂ , которая является 
функцией от выборки.  

Например, для экспоненциального распределения xexf ⋅−⋅= λλ)(   
математическое ожидание λ1=xm , а оценка математического ожидания 

∑ =⋅== N
i ixNxm 1

1ˆ . Отсюда получим 
∑ =

== N
i ix
N

x
1

1λ̂ . 

Для отыскания двух параметров 1θ  и 2θ  необходимы два уравнения 
относительно этих параметров. Обычно приравнивают начальные теоре-
тический и эмпирический моменты первого порядка xmx =  и централь-

ные теоретический и эмпирический моменты второго порядка DDx
ˆ= . 

Математическое ожидание и дисперсия есть функции от 1θ  и 2θ ; таким 
образом, получаем систему двух уравнений с двумя неизвестными 1θ  и 

2θ . Решение этой системы дает точечные оценки параметров 1θ̂  и 2θ̂ .  

Например, для равномерного распределения abxf
−

= 1)( , bxa ≤≤  

математическое ожидание ( ) 2abmx += , а среднеквадратическое  
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отклонение ( ) 12abx −=σ . Оценив по выборке значения m̂  и σ̂ ,  
составим систему уравнений 

 
( )
( )⎩
⎨
⎧

=−
=+

.ˆ
;ˆ
σ12

2
ab

mab
  

Корни системы – точечные оценки параметров a  и b , т. е. 
σ̂ˆˆ ⋅−= 3ma , σ̂ˆˆ ⋅+= 3mb . 

Таким образом, статистическая модель фактора – это оценка за-
кона его распределения и оценки параметров распределения. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. По заданной выборке { }ix  найдите статистические оценки мате-
матического ожидания, дисперсии, СКО, коэффициентов асимметрии и 
эксцесса. 

2. По заданным выборкам { }ix  и { }iy  определите оценки коэффи-
циента корреляции и нормированного коэффициента корреляции случай-
ных величин x и y. 

3. По выборке отсчетов случайного процесса { }ix  постройте график 
его автокорреляционной функции. 

4. Как статистически оценить вероятность, что некоторая реализация 
случайной величины x будет находиться в интервале ] [ B,A ? 

5. Какие методы оценки вида закона распределения эксперимен-
тальных данных Вы знаете? В чем суть этих методов? 

6. Каким образом выполняют проверку предположения о виде закона 
распределения экспериментальных данных? 

7. Как определить число степеней свободы критерия 2χ ? 
8. Как найти неизвестные параметры распределения? 
9. Что собой представляет статистическая модель случайного фак-

тора? Как построить статистическую модель? 
10. Что такое плоскость моментов? Как по плоскости моментов можно 

выбрать статистическую модель для описания данных? 
11.  По таблице данных, где kxH  и kxK  – 

координаты начала и конца k-го интервала гис-
тограммы, kn  – количество попаданий реализа-
ций случайной величины в интервал [ ]kk x,x KH  ,  
постройте эмпирическую плотность и эмпирическую функцию распреде-
ления. Оцените соответствие экспериментальных данных равномерному 
закону распределения по критерию 2χ . 

kxH 0 1 4 6 7 
kxK 1 4 6 7 10

kn 20 20 20 20 20
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6. ЭМПИРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ФАКТОРОВ 
 
Экспериментальные результаты – массивы чисел, обычно представ-

ляемые в виде таблиц. Поскольку данные были получены лишь для неко-
торых дискретных значений аргумента, то приходится решать задачу оты-
скания значений неизвестной таблично заданной функции в промежуточ-
ных точках. При этом необходимо найти эмпирическую зависимость в ви-
де некоторой функции ( )xf , которая наилучшим образом описывала бы 
табличные данные.  

Существует два основных подхода к описанию (приближению) таб-
личных данных с помощью элементарных функций. В первом – требуют, 
чтобы аппроксимирующая кривая (возможно, кусочно-гладкая) проходила 
через все точки, заданные таблицей (рис. 6.1, а). Эту задачу решают ме-
тодами интерполяции. Часто базовой интерполяционной функцией явля-

ется полиномиальная зависимость, т. е. ( ) ∑ = ⋅= n
k

k
k xaxf 0 . 

Во втором – данные аппроксимируют простой функцией, применимой 
во всем диапазоне табличных данных, но не обязательно проходящей че-
рез все точки (рис. 6.1, б). Выбор того или иного подхода зависит от объе-
ма данных и от информации об их точности.  

Простейший вид интерполяции – кусочно-линейная интерполяция 
(рис. 6.2), в основе которой лежит представление кривой на участке между 
точками с координатами ( )kk yx  ,  и ( )11  ++ kk yx ,  в виде прямой, прохо-
дящей через эти точки. Уравнение такой прямой имеет вид: 

 
( ) ( )

1

11

+

++
−

−−−
=

kk

kkkk
xx

xxyxxy
y . (6.1) 

Таким образом, зная два табличных значения ky  и 1+ky  функции, ко-
торые соответствуют значениям kx  и 1+kx  независимой переменной, с 
помощью формулы (6.1) можно найти значение неизвестной функции 

( )xfy =  при любом x в интервале [ ]1 +kk xx , .  

 

 

 
Рис. 6.1. Интерполяция (а) 
и аппроксимация (б) данных 

Рис. 6.2. Кусочно-линейная  
интерполяция 

1 2 3 4 0,4

0,6

0,8а 

б
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Обычно полагают, что, используя большее количество соседних точек 
и представляя истинную кривую более сложной линией, можно уточнить 
полученный результат. При этом ищут интерполирующую функцию в виде 
многочлена (полинома). Математическая постановка задачи: пусть на ин-
тервале [ ]ba  ,  заданы 1+n  точка 0x , 1x ,…, nx  – узлы интерполяции и 
значения функции ( )xf  в этих узлах 0y , 1y ,…, ny . Требуется построить 
полином ( )xPn  степени n, значения которого в узлах интерполяции сов-
падают с заданными значениями функции: 

 ( ) ( )iin xfxP = , i = 0…n. (6.2) 
Интерполяционный полином Лагранжа применяют для узлов интер-

поляции, расположенных с произвольным шагом. Для построения поли-
нома ( )xPn  рассмотрим вспомогательный многочлен ( )xkω , равный 
единице при x = kx  и нулю в остальных узлах интерполяции: 

 ( )
⎩
⎨
⎧

≠=
=

= .
,

ki
k

k xxx
xx

x  0
 1

при
при

ω  (6.3) 

Таким образом, многочлен ( )xkω  имеет вид 

)())(())((
)())(())((

)(
nkkkkkkk

nkk
k xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
x

−−−−−
−−−−−

=
+−

+−
LL

LL

1110

1110ω . (6.4) 

Интерполяционный многочлен Лагранжа можно записать так: 

 ( ) ( ) ( )∑ == n
k kkn xfxxP 0ω . (6.5) 

Для больших таблиц данных, составленных при равноотстоящих зна-
чениях независимой переменной hixxi ⋅+= 0  (i = 0…n, h – шаг), ис-
пользуют разностные методы интерполяции, из которых наиболее рас-
пространен метод Ньютона.  

Для интерполирования в точках x, близких к началу таблицы x0, ис-
пользуют первую интерполяционную формулу Ньютона 

 
( )

).()(
))(()(

10

102010

−−−+

++−−+−+=

nn

n
xxxxa

xxxxaxxaaxP
K

K
 (6.6) 

Коэффициенты ia  находят из условия совпадения значений функции 
и интерполяционного полинома в узлах: ( ) iin yxP = . Эти условия образу-
ют систему линейных уравнений, которая может быть решена с примене-
нием так называемых конечных разностей.  

Для функции, заданной таблично с постоянным шагом h , конечные 
разности первого порядка определяют как разности между значениями 
функции в соседних узлах интерполяции: 

 iii yyy −= +1∆ . 
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Конечные разности второго порядка 
 iiiiii yyyyyy +−=−= +++ 121

2 2∆∆∆ .  
Аналогично получают выражения для конечных разностей третьего 

порядка: 
 iiiiiii yyyyyyy −+−=−= ++++ 123

2
1

23 33∆∆∆ .  
Таким образом, конечные разности m -го порядка находят через ко-

нечные разности ( )1−m -го порядка: 

 i
m

i
m

i
m yyy 1

1
1 ∆∆∆ −

+
− −=   

или 

 
( ) ( ) i

m
mimimii

m yymmmyyy 1!2
1∆ 21 −+−−+−= −+−++ K .  

Через конечные разности коэффициенты полинома (6.6) выражаются 
так: 

00 ya = , h
y

a 0
1

∆
= , 2

0
2

2
!2

∆

h

y
a = ,…, nn

hn

y
a

!

∆ 0
n

= . 

При построении интерполяционного многочлена обычно учитывают не 
все заданные узлы ix , i = 0…n, а только их часть, т. е. выполняют кусоч-
ную интерполяцию; это приводит к уменьшению степени полинома (6.6).  

Метод Ньютона позволяет уточнять результат, используя дополни-
тельные конечные разности, причем нет необходимости начинать вычис-
ления сначала. Поэтому если неизвестно, сколько членов потребуется 
для построения интерполяционного полинома ( )xPm , nm < , количество 
слагаемых формулы (6.6) можно увеличивать до тех пор, пока их вклад не 
станет пренебрежимо мал. 

Если точка интерполирования x лежит вблизи конечной точки табли-
цы nx , то применяют вторую интерполяционную формулу Ньютона, ко-
торая получается, если искать интерполяционный полином в виде 

 
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ),1

1210
xxxxa

xxxxaxxaaxP

nn

nnnn
−−+

++−−+−+= −

K

K
 (6.7) 

где коэффициенты полинома 

 k
kn

k

k
hk

y
a

!

∆ −= .  

При больших степенях полинома ( 5>n ) возникают большие всплески 
между узлами интерполяции. Поэтому, чтобы повысить точность расчетов 
для больших таблиц данных, применяют кусочную интерполяцию, а если 
недопустимы точки разрыва самой функции и ее производных, – исполь-
зуют интерполяцию сплайнами (рис. 6.3). 
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Сплайн – группа сопряженных многочленов второго, третьего или 
четвертого порядков, в местах сопряжения которых первая и вторая про-
изводные непрерывны. Обычно используют кубические сплайны 
 ( ) 3

4
2

321 xkxkxkkxg iiiii +++= , i = 0…n. (6.8) 
Для нахождения n4  неизвестных  

коэффициентов k необходимо составить 
n4  уравнений, соответствующих опреде-

ленным условиям.  
Первые n2  условий требуют, чтобы 

сплайны соприкасались в заданных точ-
ках: 

( ) iii yxg = , ni K1= ; 
( ) iii yxg =+1 , 10 −= ni K . 

Следующие ( )22 −n  условия требу-
ют, чтобы в местах соприкосновения 
сплайнов были равны первые и вторые 
производные: 

( ) ( )iiii xgxg ′=′+1 , 11 −= ni K ; 
( ) ( )iiii xgxg ′′=′′+1 , 11 −= ni K . 

Последние два условия обычно имеют вид:  
( ) 001 =′′ xg ; 
( ) 0=′′ nn xg . 

Если экспериментальные данные измерены с заметной погрешно-
стью, то интерполяция нецелесообразна; аппроксимация позволит сгла-
дить ошибки эксперимента. Аппроксимацию данных называют подгонкой 
кривой, которую требуется провести так, чтобы ее отклонения от таблич-
ных данных были минимальными, т. е. функцию ( )xf , заданную своими 
значениями в дискретных узлах ( )ii xfy = , i = 1…n, заменяют в некото-
ром смысле близкой функцией ( )xg :  

ε<− )()( ii xgxf , 
где ε – точность аппроксимации. 

С учетом этого задачу можно сформулировать таким образом: найти 
такую функцию ( )xg  заданного вида, чтобы расстояние в n-мерном про-
странстве между точками ( )nyyyM ,,, K21  и ( ) ( ) ( )( )nxgxgxgM ,,, K21  
было наименьшим. Обычно требуется свести к минимуму сумму квадра-
тов разностей между значениями аппроксимирующей функции ( )ixg  и 
табличными значениями iy . Такой метод подгонки называется методом 
наименьших квадратов.  

 
Рис. 6.3. Результаты интерполяции:

а – полиномом; б – сплайном 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1

2

а

б
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Функцию ( )xg  выбирают с учетом специфики табличных данных: их 
периодичности, экспоненциального или логарифмического характера, 
симметрии и наличия асимптотики. Иногда таблицу разбивают на части и 
для каждой подбирают отдельную аппроксимирующую кривую. Это оп-
равдано, когда есть основание полагать, что данные соответствуют раз-
ным физическим состояниям объекта (например, переход от устойчивого 
состояния системы к неустойчивому).  

Для аппроксимации табличных данных используют такие функции: 

∑ == m
i

i
i xay 0  (m << n), ( )baxcxy += ; ( )xbay += ; ( ) bxay += ln , 

maxy = , mxaey = .  
Обычно ( )xg  выбирают в виде линейной комбинации подходящих 

функций 
 ( ) ( ) ( ) ( )xgcxgcxgcxg kk+++= K2211 . (6.9) 
Погрешность аппроксимации в каждой табличной точке 
 ( )iii xgy −=ε . 
Тогда сумма квадратов погрешностей 

 ( )[ ]∑ = −= n
i ii xgyE 0

2 . (6.10) 

С учетом (6.9) условие { }Emin  определяется уравнениями 
 021 =∂∂==∂∂=∂∂ kcEcEcE K ,  

что эквивалентно системе k линейных уравнений с k неизвестными, кото-
рую можно решить точными или итерационными методами: 
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 (6.11) 

В Mathcad кусочно-линейная интерполяция реализуется функцией  
( )xY,X,linterp , где X, Y – векторы значений аргумента и функции; x – 

значения промежуточных точек.  
Для интерполяции кубическими сплайнами используют функцию 
( )xY,X,S,interp , где S – значения коэффициентов сплайна, которые 

определяются как ( )YX,cspline:S = .  
Решить задачу аппроксимации в Mathcad позволяет ряд встроенных 

функций. Например, с помощью функций slope и intersept определяют 
коэффициенты a  и b  линейной функции bxay += , описывающей таб-
личные данные: ( )YX,intersept:=a ; ( )YX,slope:=b . 
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Для аппроксимации полиномами используют ( )xY,X,V,interp , где  
V – функция, вычисляемая функциями loess или regress. Эти функции 
имеют такой вид: ( )spanY,X,loess , где span  – параметр, выбирающий 
значения x для интерполяции полиномом второй степени в указанном 
диапазоне (по умолчанию 750,span = ); ( )n,,regress YX , где n – степень 
полинома (n ≤ 4). 

Функция ( )FY,X,linfit , где F – вектор функций ( )xg1 , ( )xg2 , …, 
( )xgk , возвращает значения коэффициентов 1c , 2c , …, kc  для аппрокси-

мации линейной комбинацией функций (6.9).  
Аппроксимация нелинейными функциями осуществляется в Mathcad с 

помощью функции ( )FG,Y,X,genfit , где G – вектор начальных прибли-
жений для всех неизвестных; F – вектор, образованный аппроксимирую-
щей функцией и ее частными производными по всем неизвестным пара-
метрам.  
 

Контрольные вопросы 
 

1. В чем сходство и в чем различие задач аппроксимации и интерпо-
ляции данных? 

2. Как выбрать наиболее подходящий способ описания таблично за-
данных данных (интерполяция или аппроксимация)? 

3. Приведите примеры практических задач, приводящих к аппрокси-
мации или интерполяции данных. 

4. Какие виды интерполяции Вы знаете? 
5. Что такое сплайн? 
6. Как выбрать вид интерполирующей (аппроксимирующей) функ-

ции? 
7. Как определить степень интерполяционного (аппроксимирующего) 

полинома? Можно ли построить интерполяционный полином второй сте-
пени по двум, трем, четырем и т. д. узлам? 

8. От чего зависит погрешность интерполяции (аппроксимации)? 
9. В чем суть метода наименьших квадратов? 
10. По заданным значениям ix , ( )ii xfy = , ni K0=  постройте: 

а) вспомогательный полином формулы Лагранжа для k-го узла 
( )xkω ; 

б) интерполяционный полином Лагранжа ( )xPn ; 
в) аппроксимирующие полиномы первой и второй степеней. 
По формуле Ньютона найдите значение функции в промежуточных 

точках ( )150 ++ ii xx, , где 10 −= ni K . 
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7. ПРОГРАММНАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ ИМИТАЦИОННОЙ МОДЕЛИ 
 
Для реализации простой имитационной модели можно использовать 

алгоритмические языки общего назначения; это позволит получить более 
быстродействующую модель. В этом случае необходимо разработать 
средства управления процессом моделирования в машинном времени, 
сбора и обработки статистических данных о работе модели, генерирова-
ния случайных величин с разными законами распределения для модели-
рования стохастических воздействий, диагностики ошибок при выполне-
нии программы. Такие средства имеются в каком-либо языке программи-
рования или пакете прикладных программ, ориентированном на модели-
рование.  

В случае реализации сложной имитационной модели, имеющей 
большое количество различных компонентов, предпочтение следует от-
дать специализированным средствам моделирования. 

Поскольку в реальной системе некоторые события могут происходить 
одновременно, а параллельные процессы могут взаимодействовать друг с 
другом, в имитационной модели необходим специальный алгоритм управ-
ления, обеспечивающий такую организацию машинного времени, которая 
обеспечивает появление событий (окончание этапов работы моделирую-
щего алгоритма) в надлежащем порядке и с необходимыми интервалами 
между ними. Таким образом, события при имитации должны разворачи-
ваться во времени в том же порядке, в каком они следуют в реальной сис-
теме, но в измененной временной шкале. Машинное (модельное) время – 
арифметическая величина, которая имеет положительные возрастающие 
значения и отображает ход времени в модели при моделировании. 

Существуют два основных механизма модельного времени – задание 
времени с помощью постоянных и с помощью переменных интервалов 
времени (или моделирование по особым состояниям).  

По методу постоянного шага отсчет модельного времени ведется 
через фиксированные, заранее выбранные исследователем интервалы 
времени. События в модели считаются наступившими в момент окончания 
этого интервала.  

При моделировании по особым состояниям модельное время изме-
няется каждый раз на величину, соответствующую интервалу времени до 
момента наступления очередного события. В этом случае события обра-
батываются поочередно (в порядке их наступления) и регистрируются как 
одновременные лишь в том случае, если они одновременны в действи-
тельности.  

Метод фиксированных шагов предпочтительнее, если невозможно 
заранее установить, какие из событий являются существенными, события 
появляются регулярно, их распределение во времени достаточно равно-
мерно, количество событий велико, а продолжительность отдельного со-
бытия мала. 
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Метод моделирования по особым состояниям целесообразно исполь-
зовать, если события распределяются во времени неравномерно или их 
продолжительность велика, а также при моделировании статических сис-
тем или систем периодического действия, в которых события могут дли-
тельное время не наступать.  

Структура программы (блок-схема алгоритма) должна соответство-
вать структуре имитационной модели, это делает программу более на-
глядной и облегчает ее отладку.  

Программную реализацию модели рекомендуется строить по модуль-
ному принципу. Это дает возможность усовершенствовать модель с по-
мощью итерационного метода, добавляя к ней модуль за модулем. В про-
цесс наладки и проведения экспериментов некоторые модули можно из-
менить или заменить, и это не приведет к существенным изменениям мо-
дели в целом. Каждый модуль программы должен сопровождаться ком-
ментарием.  

Для оценки правильности функционирования программной реализа-
ции модели проводят пробные эксперименты (тестирование программы). 
В случае несоответствия процессов функционирования объекта и модели 
программу корректируют. При этом необходимо проверить работоспособ-
ность программы во всем диапазоне изменения входных переменных. 

Одной из наиболее популярных систем математических расчетов и 
моделирования является Mathcad.  

С помощью пакета Mathcad можно решать такие задачи: 
– выполнять операции с матрицами, векторами и скалярными вели-

чинами действительного и комплексного типов; 
– решать алгебраические задачи; 
– раскладывать функции в степенные ряды; 
– осуществлять логические операции; 
– выполнять интегрирование и дифференцирование функций; 
– выполнять преобразования Фурье и Лапласа; 
– решать системы дифференциальных уравнений; 
– проводить статистические вычисления и анализ; 
– интерполировать и аппроксимировать функции, заданные таблично; 
– решать задачи, связанные с поиском глобального экстремума це-

левой функции. 
В пакете Mathcad используется в упрощенном виде ядро символьной 

математики системы Maple, что дает возможность выполнять символьные 
операции с математическими выражениями (упрощение, раскрытие ско-
бок, приведение к общему знаменателю, разложение на множители и др.), 
а также получать результаты вычислений в аналитическом виде. 

Mathcad предоставляет широкие возможности визуализации резуль-
татов моделирования с помощью двумерных и трехмерных графиков, а 
также позволяет проводить анимацию для наглядного отображения дина-
мики поведения моделируемой системы. 
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В библиотеке Mathcad собрано большое количество стандартных 
функций, в том числе для чтения – записи файлов данных, обработки 
изображений, интерполяции, аппроксимации, построения регрессии, ста-
тистической обработки, генерирования случайных данных. Кроме того, 
Mathcad позволяет создавать пользовательские функции и подпрограм-
мы-функции с использованием операторов программирования:  

– «for» – оператор безусловного цикла (по диапазону изменения ин-
дексной переменной); 

– «while» – оператор условного цикла (пока справедливо условие 
продолжения итераций);  

– «if» – условный оператор (если);  
– «otherwise» – условный оператор (иначе); 
– «continue» – оператор перехода к следующей итерации; 
– «break» – оператор прерывания; 
– «return» – оператор возвращения результата и др.  
При стохастическом моделировании в Mathcad имеется возможность 

расчета значений плотностей распределения вероятностей и значений 
интегральных функций для широкого ряда распределений: биномиально-
го, равномерного, экспоненциального, бета-, гамма-, 2χ -распределений, 
распределений Стьюдента, Фишера, Вейбулла и др., а также получения 
массивов случайных чисел с заданным законом распределения.  

 
7.1. Методы моделирования случайных факторов 

 
Влияние случайных факторов на систему моделируют с помощью 

случайных чисел, вероятностные характеристики которых (вероятность 
событий, математическое ожидание и дисперсия случайных величин и 
т. п.) должны быть близки (в идеале – совпадать) аналогичным парамет-
рам реальной системы или процесса.  

При стохастическом моделировании особую роль играют случайные 
числа, распределенные равномерно в интервале [ ]1 0, , так как с их помо-
щью можно получить выборочные значения с любым другим распределе-
нием, промоделировать случайное событие или случайный процесс с раз-
личными статистическими свойствами. 

 
7.1.1. Имитация значений стандартной равновероятной величины 

 
Для получения реализаций равновероятных на интервале [ ]1 0,  слу-

чайных чисел можно применить мультипликативный алгоритм, состоящий 
в следующем: 

1) задают стартовое случайное число 0x , принадлежащее интервалу 
[ ]1 0,  и не кратное 2, 3, 5, например 67378300 ,=x ; 
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2) умножают 0x  на коэффициент k , значение которого может быть 
произвольным, однако, как показали исследования, среди множества дву-
значных чисел только два из них – 37 и 73 – обеспечивают устойчивую 
работу алгоритма; 

3) в полученном значении выделяют дробную часть, которая и есть 
новое случайное число: 
 )( kxfloorkxx iii ⋅−⋅= −− 11 , (7.1) 
где )(•floor  – функция выделения целой части числа в системе Mathcad; 

4) действия, изложенные в пп. 2 и 3, повторяют N раз, где N – тре-
буемое количество реализаций стандартной равномерно распределенной 
величины. 

В Mathcad имеется встроенная процедура генерации таких чисел – 
функция rnd(1).  

 
7.1.2. Моделирование независимых случайных событий 

 
Пусть случайное событие A  может произойти с вероятностью 

pAP =)( . Если ir  – значения стандартной равновероятной величины с 
плотностью распределения ( ) 1=rf , то при условии pri ≤  (рис. 7.1)  
настанет событие A , а при pri >  – событие A  (НЕ A): 

 ( ) ( ) ( )APpdrrfprP
p

===< ∫0 .  

Отсюда следует алгоритм моделирования случайных событий, пока-
занный на рис. 7.2. 

При N  обращениях к генератору случайных чисел будет сымитиро-

вано наступление M событий; при этом )(lim APN
M

N
=

∞→
. 

  

 

Генерация
ri

ri < P
ДаНет

Событие
A

Событие
A

Рис. 7.1. Моделирование 
случайного события 

Рис. 7.2. Алгоритм моделирования  
случайного события 



50 

7.1.3. Моделирование сложных событий 
 
Допустим, событие C  – сложное событие, заключающееся в том, что 

одновременно должны произойти два простых независимых события: A  с 
вероятностью )(AP  и B  с вероятностью )(BP . При этом возможны че-
тыре варианта исхода: BAC ∩= , BAC ∩= , BAC ∩= , BAC ∩= . Для 
моделирования таких событий необходимо последовательно получить 
два стандартных равновероятно распределенных числа 1r  и 2r , по кото-
рым будет определяться результирующее событие согласно алгоритму, 
показанному на рис. 7.3. 

Если же события A  и B  – зависимые, то для моделирования нужно 
знать условную вероятность )( ABP , которая используется вместо )(BP  
при проверке условия )( ABPr <2 . 
 

Генерация
r1

r1< P(A)
Да (A)Нет (A) Генерация

r2

r2< P(B) ДаНет

Генерация
r2

r2< P(B) ДаНет

Событие
A B

Событие
A B

Событие
A B

Событие
A B

 
Рис. 7.3. Алгоритм моделирования сложных событий 

 
7.1.4. Моделирование условных событий 

 
Условное событие A  – это событие, которое 

происходит с вероятностью )( BAP  только при 
условии, что произошло событие B ; при этом ве-
роятность ( )BP  наступления события B  должна 
быть задана (рис. 7.4). Тогда вероятность A  

( ) ( ) ( )BAPBPAP ⋅= . 
Моделирование условного события A  вы-

полняют по алгоритму, показанному на рис. 7.5. 

 

 
Рис. 7.4. Моделирование 

условного события 
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Генерация
r1

r1< P(B)
Да (B)Нет (B) Генерация

r2

r2< P(A|B)

Событие
A ДаНет

Событие
A

Событие
A

 
 

Рис. 7.5. Алгоритм моделирования условных событий 
 

7.1.5. Моделирование дискретных случайных величин 
 

Дискретная случайная величина X  принимает конечное или счетное 
множество дискретных значений kx , Kk K1=  с заданными вероятно-
стями kp , причем 

 ∑ = =K
k kp1 1. (7.2) 

Для формирования реализаций такой ве-
личины генерируют значения стандартных 
равномерно распределенных чисел ir  и цик-
лически ( 11 −= Kk K ) проверяют условие 

∑ =< k
j ji pr 1 . Если неравенство выполняется, 

то принимают kxX = . Очевидно, что провер-
ка неравенства при Kk =  не нужна в силу 
(7.2). 

Алгоритм моделирования дискретной слу-
чайной величины показан на рис. 7.6.  

Описанную процедуру называют опреде-
лением результата испытания по жребию. Она 
часто используется в теории принятия реше-
ний и хорошо воспроизводит процесс выбора 
одной из множества альтернатив. 

Генерация
ri

ri < P1
Да 

Нет 

ri < P1+P2

x = x1

x = x2
Да 

Нет ...
 

Рис. 7.6. Алгоритм 
моделирования дискретных 

случайных величин 
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7.1.6. Моделирование непрерывных случайных величин 
 

Пусть имеется случайная величина 
x  с плотностью распределения вероят-
ностей ( )xf .  

Случайная реализация *x  может 
быть трансформирована в величину *y  
посредством непрерывного функцио-
нального преобразования ( )xy ϕ=  
(рис. 7.7). 

Случайная величина y  характери-
зуется распределением ( )yf .  

В силу непрерывности преобразования ( )xϕ  соблюдается условие  
{ } { }yyPxxP ii <=<  или ( ) ( )yFxF = , 

где ix , iy  - реализации величин x  и y , при этом ( )ii xy ϕ= , или 

 ∫∫
∗∗

∞−∞−
=

yx
dyyfdxxf )()( .  (7.3) 

Если x  – стандартная величина r , равновероятно распределенная 
на интервале [ ]1 0, , то из соотношения (7.3) получаем 

 ∫
∗

∞−
=

y
dyyfr )( .  (7.4) 

Решением уравнения (7.4) относительно y  является функция преоб-
разования ( )rϕ , необходимая для получения по реализации ir  стандарт-
ной случайной величины r  реализации iy  случайной величины y  с тре-
буемым законом распределения ( )yf . 

Уравнение (7.4) можно записать в виде 
 ( )yFr = ,  (7.5) 
а его решение – 
 ( )rFy 1−= ,  (7.6) 

где 1−F  – функция, обратная интегральной функции распределения. 
Данный метод моделирования непрерывных случайных величин с за-

данным распределением называется методом обратной функции. 
Если в качестве исходных данных задана плотность распределения 

( )yf , то необходимо аналитически получить выражения 

( )∫ ∞−
=

y
dyyfyF )(   и  ( )rFy 1−= , 

y

y*

x* x0

(x)

 
Рис. 7.7. Функциональное 

преобразование случайной величины 
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после чего по реализации стан-
дартных равновероятных чисел ir , 
может быть получена реализация 
случайной величины )( ii rFy 1−= , 
как показано на рис. 7.8. 

Например, для экспоненци-
ального закона распределения 
( ) yeyf λλ −=  функция распреде-

ления имеет вид 
yeyF λ−−= 1)( . 

Из равенства ( ) ryF =  получаем обратную функцию 

)ln( ry −⋅−= 11
λ

. 

Тогда алгоритм получения реализаций случайной величины y , рас-
пределенной по экспоненциальному закону, с учетом симметричности 
равномерного закона распределения будет иметь вид 

)ln( ii ry λ
1−= . 

Методом обратной функции могут быть получены случайные величи-
ны с любым интегрируемым законом распределения. Однако явная об-
ратная функция ( )•−1F  существует не для всех законов распределения. 
В таких случаях применяют другие методы формирования реализаций, 
основанные на частных свойствах распределения.  

Так, метод композиции основан на теоремах теории вероятностей, 
доказывающих представимость одной случайной величины композициями 
(как правило, линейными) двух или большего числа других случайных ве-
личин, имеющих легко реализуемые законы распределения.  

Известным примером применения метода композиции является пред-
ставление нормально распределенной случайной величины суммой 

10>n  реализаций ir  стандартной равновероятной величины. Такой под-
ход базируется на центральной предельной теореме.  

Алгоритм формирования реализаций iy  с нормальным распределе-
нием ( )σ,;myN  строят таким образом: 

1) берут n  независимых реализаций величины r , равномерно рас-
пределенной в интервале [ ]1  0, : 

njrj K1   =},{ ; 

2) формируют сумму 

 
Рис. 7.8. Моделирование  

непрерывных случайных величин  
методом обратной функции
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∑ == n
j jrz 1 , 

которая распределена нормально и имеет параметры 

2
nmz = ,  12

n
z =σ ; 

3) центрируют и нормируют величину z , сводя ее к стандартной нор-
мальной величине 0z  с распределением ( )1 0 0 ,;zN : 

z

zmz
z σ

−
=0 ; 

4) величину 0z  преобразовывают в нормально распределенную слу-
чайную величину y  с распределением ( )σ  ,; myN : 

0zmy ⋅+= σ ; 

5) записывают алгоритм формирования реализаций 

 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅⋅+= ∑ = 2

12
1

nrnmy n
j ji σ .  (7.7) 

Наиболее удобна форма алгоритма (7.7) при 12=n  и 48=n : 

( )∑ = −⋅+= 12
1 6j ji rmy σ , ( )∑ = −⋅+= 48

1 242 j ji rmy σ . 

В первом случае получается быстрый алгоритм со средней точностью 
формирования случайных чисел с нормальным распределением, во вто-
ром – более медленный при более высокой точности.  

Основные алгоритмы моделирования непрерывных случайных вели-
чин приведены в табл. 7.1. 

Таблица 7.1 

Распределение Параметры Алгоритм генератора 

Равномерное a , b ; ab >  ( ) raba ⋅−+  

Экспоненциальное 0>λ  ( ) λrln−  

Нормальное m , 0>σ  ( )∑ = −⋅+ 48
1 242 j jrm σ  

Гамма-распределение 0>α , 0>β  
Для целых α   

( )∑ =− α
β 1
1

j jrln  

Рэлея 0>σ  ( )rln22σ−  
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7.1.7. Моделирование случайных величин  
с произвольным эмпирическим распределением 

 
Пусть задана выборка }{ ix  объемом N  реализаций случайной вели-

чины x , закон распределения которой априори не известен.  
Для моделирования такой величины можно использовать подход, ба-

зирующийся на методе обратной функции (7.6). При этом оценкой неиз-
вестной интегральной функции распределения ( )xF  служит кусочно-
линейная аппроксимация кумулятивной функции распределения, полу-
ченной по выборке.  

Алгоритм формирования реализаций случайной величины x  с эмпи-
рическим распределением строят таким образом: 

1) получают гистограмму kf̂  выборочных данных с числом интерва-
лов M , Mk K1= ; 

2) находят оценки функции распределения ∑ == k
i ik fF 0

ˆˆ  в точках 

kd , соответствующих границам интервалов гистограммы, Mk K0= ; 
3) переходят к системе координат, в которой по оси абсцисс ( )X0  

откладывают значения функции распределения, а по оси ординат ( )Y0  – 
значения моделируемой случайной величины; 

4) по точкам с координатами ( )kk dF ,ˆ  выполняют кусочно-линейную 
аппроксимацию функции, обратной эмпирической функции распределения 

( )xF 1−ˆ .  
В пакете Mathcad для этого служит функция ( )zX,Y, linterp , где Х – 

имя массива, содержащего узлы интерполяции; Y – имя массива значений 
интерполируемой функции в узлах; z – промежуточная точка интервала 
интерполяции или имя массива точек, в которых надо найти значения ин-
терполируемой функции; 

5) подставляя в аппроксимирующую функцию в качестве аргумента 
числа ir , сгенерированные датчиком стандартной равновероятной вели-
чины, получаем нужное количество реализаций случайной величины 

( )ii rFx 1−= ˆ . 
Рассмотрим реализацию данного алгоритма в Mathcad.  
Пусть получен массив H , представляющий количество попаданий 

случайной величины x  в интервалы с координатами khxdk ⋅+= min , 
Mk K0= , где 20.min =x  – минимальное значение x ; 10.=h  – ширина 

интервала; M  – количество интервалов.  
Введем эти данные в Mathcad и постоим гистограмму частот H : 
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M 9:=  k 0 M..:=    h 0.1:=  dk 0.2 h k⋅+:=  

5
14
25
34
46
44
36
24
16
6

Hk =:  

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

25

50

Hk

dk 0.5 h⋅+
 

Определим подпрограмму-функцию ( )HFI , вычисляющую значения 
интегральной (кумулятивной) функции распределения в точках координат 
интервалов гистограммы: 

FI H( ) p0 0←

sum
0

last H( )

j

Hj∑
=

←

pi pi 1−
Hi 1−
sum

+←

i 1 last H( ) 1+..∈for

p

:=

 
Получим массив из 1+M  значения функции распределения  

F FI H( ):=  k 0 10..:=  
и построим ее график (для визуализации табулированных функций ис-
пользуем тип линий графика «point»). 

Определим пользовательскую функцию ( )zfit  для нахождения значе-
ний кусочно-линейной аппроксимации функции, обратной функции рас-
пределения, в некоторой промежуточной точке z .  

Для этого используем встроенную функцию ( )zX,Y, linterp , в которую 
на место аргумента Х подставим F  (массив значений функции распреде-
ления), а на место Y – d  (массив координат узлов интерполяции):  
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( )

1
980

9240
8240
6880
5040
3280
1840
0880
0240
0

.
.
.
.
.
.
.
.
.

=HFI  

Функция распределения 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0.5

1

Fk

dk

( ) ( )zd,F,linterpzfit =:  

Построим график результатов интерполяции обратной функции: 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

1
dk

fit Fk( )

Fk  
Выполним моделирование N  реализаций величины x  с заданным 

эмпирическим распределением по методу обратной функции: 
N 250:=   i 0 N 1−..:=  

xi fit rnd 1( )( ):=  
Результаты моделирования представим графически: 

0 50 100 150 200 250

0.5

1

xi

i  
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Найдем частоты попадания результатов моделирования (массива x ) 
в заданные интервалы ( kd ): 

G hist d x,( ):=  
Сравним результаты моделирования с заданными данными, совмес-

тив на одном графике массивы G  и H  в виде ступенчатых фигур (тип ли-
ний «bar») и в виде линий (тип «line»). Графическое сравнение позволяет 
сделать вывод о приемлемом качестве результатов моделирования, так 
как G  и H  на графике отличаются несущественно: 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.25

27

49

Hk

Gk

dk 0.5 h⋅+  

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.25

27

49

Hk

Gk

dk 0.5 h⋅+  
Для количественной оценки качества работы генератора случайной 

величины с заданным эмпирическим распределением можно использо-
вать оценку относительной погрешности количества попаданий в интер-
вал гистограммы: 

 %100⋅
−

=
k

kk
k H

GH
δ ,  (7.8) 

где kH  – заданное количество попаданий в k-й интервал гистограммы; 

kG  – фактическое количество попаданий в k-й интервал гистограммы по 
данным статистической обработки результатов моделирования. 
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В качестве критерия качества можно принять максимальное 
( )kδδ maxmax =  или среднее ( )kcp mean δδ =  значение относительной 

погрешности (7.8). Если критерий не превышает по величине некоторого 
допустимого значения Дδ , то считают, что распределение результатов 
моделирования с допустимой точностью соответствует заданному закону 
распределения. Для критерия maxδ  величину Дδ  обычно выбирают от 50 
до 100% (при этом требуется, чтобы количество попаданий реализаций в 
интервал гистограммы 5≥kn ). Для критерия cpδ  допустимым значением 

может быть 15…30%. 
 

7.1.8. Моделирование случайных векторов 
 

Пусть необходимо получить векторную случайную величину 
( )p

T yyy ,,Kr
1=  с заданным математическим ожиданием 

( )p
T
y mmM ,,K

r
1=  и заданной корреляционной матрицей [ ] { }ikR=R , 

pki K1 =, , ikkiik rR ⋅⋅= σσ , где iσ  и kσ  – СКО компонент iy  и ky ; ikr  
– нормированный коэффициент корреляции между i-й и k-й компонента-

ми; 1=kkr  и 2
kkkR σ= . 

Алгоритм формирования случайного вектора yr  с коррелированными 
компонентами состоит из таких этапов: 

1) по заданной корреляционной матрице [ ]R  вектора yr  находят p  
собственных значений λ

r
 и p  собственных векторов [ ]Φ : 

[ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=Λ

pλ

λ
λ

L

MOM

L

L

00

00
00

2

1

, [ ]
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

ΦΦΦ

ΦΦΦ
ΦΦΦ

=Φ

pppp

p

p

L

MOM

L

L

21

22221

11211

. 

В Mathcad для этого имеются встроенные функции: ( )Meigenvecs  – 
возвращает матрицу собственных векторов квадратной матрицы M  и 

( )Meigenvals  – возвращает вектор ее собственных значений; 
2) генерируют N  реализаций p  случайных величин ijx  ( pi K1= , 

Nj K1= ) с заданным распределением, из которых формируют матрицу 

[ ]X  размером Np×  некоррелированных величин 0
ijx  с нулевым матема-

тическим ожиданием и единичной дисперсией: 
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[ ] { } { }
NpijN xx

×
== 0rX , 

i

iij
ij

mx
x

σ
−

=0 , pi K1= ; 

3) выполняют преобразование, позволяющее получить по N  отсче-
там некоррелированного вектора xr  с нулевым математическим ожидани-
ем и единичной дисперсией N  реализаций вектора yr  с заданной корре-
ляционной матрицей и заданным вектором математического ожидания: 
 [ ] [ ][ ] [ ] yMY

r
+ΛΦ= X21 , (7.9) 

где [ ] ( )idiag λ=Λ 21  – диагональная матрица, pi K1= . 
Матрично-векторное уравнение (7.9) можно представить в скалярном 

виде. Обозначим через ]A[  матрицу преобразования корреляции: 

 [ ] [ ][ ] 21 ΛΦ=A , [ ] { } ppikA ×=A , pi K1= , pk K1= . (7.10) 

Тогда уравнению (7.9) эквивалентна система уравнений, описываю-
щих формирование j -го отсчета i -й компоненты вектора yr : 

 ∑ = += p
k ikjikij mxAy 1 . (7.11) 

 
7.1.9. Моделирование случайных процессов 

 
Рассмотренный выше подход к формированию случайных векторов 

может быть применен для формирования реализаций стационарного слу-
чайного процесса )(tx , отсчеты которого ( )itx  имеют статистическую 
взаимосвязь, т. е. являются коррелированными. 

Случайный процесс называют стационарным в широком смысле 
(слабостационарным), если его математическое ожидание и дисперсия 
не зависят от времени, а корреляционная функция зависит не от момента 
времени 1t , а только от интервала времени 12 tt −=τ : 

( ) xx mtm = , ( ) 22
xx t σσ = , ( ) ( ) ( )1221  ttRRttR xxx −== τ, . 

Случайный процесс называют стационарным в узком смысле (стро-
го стационарным), если в дополнение к указанным выше условиям от 
времени также не зависит и функция распределения первого порядка 
( ) ( )xFtxF = , , а функция распределения второго порядка зависит не от 

моментов времени 1t  и 2t , а от их разности 12 tt −=τ : 
),,(),,,(),,,( 122122121221212 ttxxFttxxFttxxF −=++= ττ . 

Стационарный СП называют эргодическим, если его числовые харак-
теристики, полученные усреднением по множеству реализаций, совпада-
ют (по вероятности) с теми же характеристиками, полученными усредне-
нием по времени одной достаточно длинной реализации )(txk . 



61 

Последовательность от-
счетов процесса )(tx  можно 
представить в виде n-мерного 
вектора [ ]nxxxx    21 ,,, K

r
=  

(рис. 7.9). Размерность n  этого 
вектора определяется радиу-
сом (интервалом) корреляции 
случайного процесса – это 
промежуток времени, в течение 
которого максимум АКФ спада-
ет до 5%, после чего СП можно 
считать некоррелированным.  

Если радиус корреляции 
равен T , а шаг дискретизации 
по времени – t∆ , то размер-
ность вектора tTn ∆= .  

Например, задана АКФ 
)(τR , показанная на рис. 7.10. 

Радиус корреляции равен t∆3 , 
следовательно, 3=n . Тогда 

)(τR  можно записать в виде 
корреляционной матрицы: 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

15010
50150
10501

,,
,,
,,

xR . 

Этапы алгоритма моделирования СП )(tx  с заданным законом рас-
пределения )(xf  и корреляционной функцией )(τR  такие:  

1) генерация последовательности 1+N  отсчетов некоррелирован-
ной случайной величины iy  c законом распределения )(xf ; 

2) формирование корреляционной матрицы [ ]tjiRRij ∆−= )(  по за-

данной корреляционной функции ( )τR ; 
3) выборка первых n из N отсчетов и формирование из них вектора 

yr ; 
4) преобразование yr  в xr  согласно методике моделирования слу-

чайных векторов (7.9); 
5) выборка из n компонент вектора xr  первого из последовательности 

отсчетов процесса ( ) 11 xtx = ; 
6) сдвиг входной последовательности iy  на один отсчет; 

 
Рис. 7.9. Формирование вектора 
из отсчетов случайного процесса 

 
Рис. 7.10. Корреляционная 

функция случайного процесса 
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7) повторение пп. 4 – 6 N  раз для получения ix , Ni K1= . 
Матричный метод применим при моделировании стационарных СП с 

„короткими” корреляционными функциями, для которых размерность век-
тора невысока.  

Более эффективный метод моделирования СП – спектральный, осно-
ванный на применении преобразования Фурье.  

Поскольку согласно теореме Винера–Хинчина корреляционная функ-
ция ( )τR  случайного процесса связана с его энергетическим спектром 

)(ω2
xS  через преобразование Фурье  

 ( ){ }τττπω ωτ RFdeRS j
x =⋅= ∫

∞

∞−
−)()( 2

12 , (7.12) 

то по АКФ ( )τR  может быть определен энергетический спектр (спектраль-

ная плотность мощности) )(ω2
xS . Тогда методика моделирования состоит 

из таких этапов: 
1) моделирование некоррелированной выборки iy , Ni K1=  с за-

данным законом распределения; 
2) нахождение по корреляционной функции формы требуемого спек-

тра )(ωxS ; 
3) нахождение спектра процесса ( )ty  как ( ) ( ){ }tyFY =ω ; 
4) нахождение спектра процесса ( )tx  как )()()( ωωω YSX x ⋅= ; 
5) вычисление реализации процесса  

{ })()( ωXFtx 1−= . 
Недостаток данного метода – отсутствие информации о фазовом 

спектре, из-за чего имеет место неточное формирование корреляционной 
функции. Кроме того, при моделировании происходит частичное искаже-
ние формы и параметров закона распределения. 
 

Контрольные вопросы 
 

1. Как осуществляется выбор средств моделирования? 
2. Что такое машинное время? Каким образом можно его задать? 
3. Какие возможности для моделирования и обработки результатов 

имитационных экспериментов предоставляет Mathcad? 
4. В чем преимущество модульного принципа построения програм-

мной реализации модели? 
5. В чем состоит алгоритм имитации реализаций дискретной случай-

ной величины? 
6. Как статистически оценить вероятность появления отдельных зна-

чений дискретной случайной величины? 
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7. На чем основано моделирование случайных событий? 
8. Пусть A  и B  – независимые случайные события с известными 

вероятностями их возникновения ( )AP  и ( )BP . Смоделируйте ситуации 
BA , BA , AB , BA . Как изменится алгоритм моделирования случайных 

событий, если события A  и B  – зависимые и ( ) 80,=BAP ? 
9. Как получить алгоритм формирования случайных реализаций не-

прерывной случайной величины? 
10. В чем суть метода обратной функции? В каких случаях этот метод 

неприемлем и почему? 
11. Каким образом моделируют случайный вектор, компоненты кото-

рого – коррелированные случайные величины? 
12. Как найти матрицу преобразования некоррелированного случайно-

го вектора xr  в вектор yr  с заданной корреляционной матрицей [ ]R  и за-
данным вектором математических ожиданий компонент ymr ? 

13. Какой случайный процесс называют стационарным? 
14. Какие методы моделирования стационарных случайных процессов 

Вы знаете? В чем достоинства и недостатки каждого метода? 
15. Что такое радиус корреляции случайного процесса? 
16. Каким образом можно перейти от корреляционной функции ( )τR  к 

корреляционной матрице [ ]R ? 
17. Запишите алгоритм моделирования:  

а) дискретной случайной величины с заданным законом распре-
деления (рис. 7.11, а); 

б) непрерывной случайной величины с заданной плотностью рас-
пределения вероятностей (например, ( ) xxf 51,= , [ ]1 ;0∈x ); 

в)  случайной величины с заданным эмпирическим распределе-
нием (рис. 7.11, б); 

г)  двумерной случайной величины с заданными параметрами 
распределения: 1m  = 2m = 0, 1σ  = 2σ = 1, 12r  = – 0,5; 

д) стационарного случайного процесса с заданной корреляцион-
ной функцией ( ) ( ) ( )τωτλτ ⋅⋅−= cosexpR . 

а б 
Рис. 7.11. Пример исходных данных для моделирования: а – дискретной  

случайной величины; б – непрерывной случайной величины 
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8. ПРОВЕРКА ДОСТОВЕРНОСТИ И АДЕКВАТНОСТИ МОДЕЛИ 
 
При проверке достоверности (верификации) оцениваются точность 

преобразования формального описания проблемы в описание модели и 
точность преобразования описания модели из логической блок-схемы в 
компьютерную программу. Результаты проверки достоверности позволяют 
ответить на вопрос: правильно ли построена модель?  

При проверке адекватности (валидации) поведение модели сравни-
вают с поведением системы: модель должна в пределах области приме-
нения работать с требуемой точностью и ее использование должно соот-
ветствовать целям моделирования. По результатам проверки адекватно-
сти делают вывод о том, является ли правильной построенная модель. 

Проверки связаны, прежде всего, с измерением и оцениванием точ-
ности при моделировании и имитации.  

Точность моделирования определяется разницей между выходными 
данными системы и модели при условии, что входные данные одинаковы. 
Модель считают достаточно точной, если ее выходные переменные отли-
чаются от выходных данных моделируемой системы меньше, чем задан-
ные предельные значения.  

Критерии оценивания точности 

 ( )∑ =
′−= n

j ijij yynE 11
1 , (8.1) 

где ijy  и ijy′  – j -е значение ( nj K1= ) i -й выходной переменной 
( mi K1= ) системы и модели, соответственно; 

 ( ) ( )dyyFyFE ii∫
∞

∞−
′−=2 , (8.2) 

где ( )yFi  и ( )yFi ′  – функции распределения для ijy  и ijy′ ; 

 ( )213
1∑ =

′−= n
j ijij yynE . (8.3) 

В случае использования критерия 1E  возможен значительный раз-
брос конкретных j -х значений для величин ijy  и ijy′ , так как из-за сумми-

рования их отклонений ( )ijij yy ′− , имеющих разные знаки, происходит 
частичная компенсация погрешности. 

При использовании критерия 2E  следует иметь в виду, что получение 
результатов моделирования, распределения которых идентичны или 
близки к распределениям выходных данных системы, – необходимое, но 
недостаточное условие того, что модель является точной во всей области 
возможных значений входных переменных. При этом вполне возможно, 
что поведение каких-то процессов в модели отличается от поведения со-
ответствующих процессов в системе.  



65 

Более эффективны критерии оценивания, в которых используется 
распределение разности значений ijy  и ijy′ , например, 3E  – среднее 
арифметическое квадратов разности значений.  

Таким образом, при итерационном проектировании на основании ре-
зультатов наблюдений за входными факторами xr  и выходными перемен-
ными системы yr  и модели y′r  необходимо построить оптимальную (в 
смысле выбранного критерия 1E , 2E , или 3E ) математическую модель 
(рис. 8.1). С помощью метода наименьших квадратов по данным экспери-
мента строят модели типа «вход-выход», регрессии различных порядков. 
Если структура модели известна («серый ящик»), то задачей наладки яв-
ляется нахождение оптимальных оценок параметров модели, при которых 
функция критерия минимальна. 
 

Система
S

Модель
M

Формирование
функции

 критерия Е
Минимизация 
критерия Е

yr

y′r
xr

Наладка модели

Входы

 
Рис. 8.1. Общая схема итерационного проектирования модели 

 
При проверке точности модели большое значение имеет ее тестиро-

вание, по результатам которого выявляют наличие в модели ошибок или 
погрешностей, а также определяют, правильно ли она функционирует. 
Проверки и тестирование позволяют идентифицировать и исправлять ка-
чественные неточности на всех этапах моделирования путем циклическо-
го повторения тех этапов, где были обнаружены ошибки. При исследова-
ниях модель должна математически и логически, с определенной степе-
нью приближения воспроизводить моделируемую систему, процесс или 
явление. Входные данные должны содержать всю необходимую инфор-
мацию о системе. 

Оценку достоверности на уровне концепции начинают с анализа кон-
цептуальной модели, возвращаются к принятым аппроксимациям и упро-
щениям, а затем рассматривают реальный процесс. 

Проверку достоверности модели на уровне ее реализации начинают с 
логической схемы (алгоритма работы модели), переходят к схеме про-
граммы, а затем рассматривают программную реализацию. Для этого про-
грамму вновь преобразуют в логическую схему, а затем проверяют от-
дельные ее модули и всю программу в целом, используя специально по-
добранные тесты. Каждый тест содержит набор исходных данных, для ко-
торых известен результат. Если результаты работы программы с данным 
тестом отличаются от ожидаемых, то это свидетельствует о наличии 
ошибки. При этом тест стараются выбрать так, чтобы он помог не только 
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установить сам факт ошибки, но и локализовать эту ошибку. На заключи-
тельном этапе проверки правильности модели осуществляют контроль-
ные прогоны – для оценки чувствительности модели к изменениям вход-
ных данных и для проверки правильности работы имитационной модели. 
При оценке чувствительности обычно определяют, насколько изменяется 
выходной параметр y  при изменении i -го входного параметра при фик-
сированных значениях остальных входных факторов. В случае выявления 
чувствительности модели к некоторым входным данным необходимо 
уточнить эти данные и откорректировать те блоки модели, на которые они 
влияют в наибольшей степени, т. е. перейти к более детализированному 
описанию этих блоков. 

Окончательную наладку модели выполняют на контрольных заданиях. 
Совпадение результатов моделирования и контрольных вариантов свиде-
тельствует о корректности модели к заданиям данного типа. Контрольные 
задания можно построить при упрощенных входных данных, когда зара-
нее известно, как должна себя вести моделируемая система и какие ре-
зультаты должны быть на выходе. С этой же целью можно упростить ими-
тационную модель до такого уровня, который позволит построить анали-
тическую модель. Тогда можно сравнивать результаты имитационного 
моделирования и аналитические расчеты, но только в пределах упрощен-
ной модели. Кроме того, при проверке адекватности используют кон-
трольные задания, составленные по результатам работы реальной сис-
темы, если она существует.  
 

Контрольные вопросы 
 

1. Почему на каждом из этапов разработки модели могут быть допу-
щены ошибки? 

2. В чем различие между понятиями «достоверность» и «адекват-
ность»? 

3. Перечислите известные Вам критерии оценивания точности. Какой 
из критериев является наиболее эффективным и почему? 

4. Может ли модель одновременно являться: 
а) адекватной, но недостоверной; 
б) достоверной, но неточной; 
в) точной, но неадекватной? 

Ответы обоснуйте. 
5. На каких этапах проектирования модели необходимо выполнять 

проверку ее достоверности (адекватности)? 
6. В чем заключается наладка математической модели и как эту на-

ладку осуществляют? 
7. Каким образом можно выявить ошибку в программе? 
8. Является ли правильная работа программы доказательством аде-

кватности (достоверности) построенной модели? Почему? 
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9. ПЛАНИРОВАНИЕ ИМИТАЦИОННЫХ ЭКСПЕРИМЕНТОВ 
 

9.1. Факторный план 
 
Целью имитационных экспериментов является более глубокое изуче-

ние моделируемых систем при ограниченных затратах. Следовательно, 
необходимо планировать и проектировать не только модель системы, но и 
процесс проведения экспериментов с ней. 

В практике имитационных исследований наиболее распространены 
такие типы экспериментов: 

– определение значимости влияния тех или иных факторов и необхо-
димости их учета при исследовании конкретной системы; 

– отыскание оптимальных альтернатив (в частности, стратегий 
управления) на некотором множестве возможных значений. 

Формализованную общую схему эксперимента можно представить  
таким образом.  

Пусть некоторая система имеет k  контролируемых входов 
( )kxxX ,,L

r
1= , называемых факторами.  

Вектор X
r

 изображается точкой в k -мерном пространстве перемен-
ных jx  (в факторном пространстве).  

Эксперимент называют активным, если исследователь по своему ус-
мотрению может изменять значения (уровни) факторов. В противном слу-
чае (исследователь лишь контролирует уровни факторов, но не управляет 
ими) эксперимент называют пассивным. 

Обозначим: i  – номер опыта ( ni K1= ); ixr  – комплекс условий i -го 
опыта; ijx  – уровень j -го фактора в i -м опыте. 

Система имеет также γ  входов 1ω , 2ω , …, γω , которые в имитаци-
онной модели полагают случайными и задают в процессе имитации с по-
мощью датчиков случайных чисел (имитаторов). Управлять этими входа-
ми в силу их случайности исследователь не может. 

Система характеризуется ( 1+v ) выходными параметрами y , 1υ , 2υ , 
…, vυ , причем y  – основной параметр (в частности, показатель эффек-
тивности). Основной выходной параметр y  (наблюдаемая переменная) 
является скалярной величиной; при этом предполагается, что имеет  
место такая модель наблюдения: 
 ( ) ( )XXy

rr
ε+= ψ , (9.1) 

где ( )X
r

ψ  – функция отклика (неслучайная функция факторов); ( )X
r

ε  – 
ошибка опыта (случайная величина, распределение которой определяет-
ся значением вектора X

r
, причем ( ){ } 0=XM

r
ε ).  
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Очевидно, y  является случайной переменной, так как зависит от слу-
чайной величины ( )X

r
ε .  

Остальные v  выходных параметров в общем случае также зависят от 
входов и в процессе эксперимента должны находиться в некоторых пре-
делах, задаваемых, например, системой неравенств: 
 ( )[ ] 0≤X

r
υϕα , aK1=α . (9.2) 

Система неравенств (9.2) выделяет в факторном пространстве об-
ласть эксперимента G  (область допустимых значений факторов).  

Функция отклика ( )X
r

ψ  математически отражает механизм изучаемо-
го явления (поведение исследуемой системы).  

Общая задача эксперимента с моделью системы – получение инфор-
мации о функции отклика. Наиболее важными являются эксперименталь-
ные исследования с помощью моделей, направленные на отыскание зна-
чений 1x , 2x ,…, kx  управляемых факторов, для которых основной вы-
ходной параметр y  достигает своего экстремального значения. 

В процессе экстремального эксперимента при фиксированных значе-
ниях управляемых факторов наблюдают значение переменной y . По зна-
чению (или по нескольким значениям) этой переменной, полученному из 
опыта, можно лишь приближенно оценить функцию отклика. Значение 
этой функции в фиксированной точке ∗

1x , ∗
2x ,…, ∗

kx  факторного про-
странства равно условному математическому ожиданию наблюдаемой 
переменной y  в этой точке, т. е. 

 ( ) ( ){ }∗∗ = XyMX
rr

ψ , (9.3) 
так как по предположению ( ){ } 0=XM

r
ε . 

В статистике функция, связывающая условное математическое ожи-
дание случайной переменной y  с контролируемыми переменными X

r
, на-

зывается регрессией.  
Если вид функции отклика ( )X

r
ψ  неизвестен, то ее можно разложить 

в ряд Тейлора, т. е. представить в виде полинома: 

 ( ) ∑∑∑ =<= ++++= k
j jjjlj ljjl

k
j jj xxxxX 1

2
10 K

r
ββββψ , (9.4) 

где 0β , jβ , jlβ , jjβ  – неизвестные коэффициенты регрессии. 

Функция отклика ( )X
r

ψ  считается полностью известной, если опреде-
лены все коэффициенты β , входящие в формулу (9.4). 

Вследствие влияния на результаты эксперимента случайных факто-
ров 1ω , 2ω , …, γω  истинные значения коэффициентов регрессии (9.4) мо-
гут быть оценены лишь приблизительно, т. е. может быть построена лишь 
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приближенная функция ( ) ( )XX
rr

ψΦ ≈ , которую определяют по результа-
там проведения эксперимента и записывают в виде степенного полинома 
первого, второго, реже – третьего порядков: 

 ( ) ∑∑∑ =<= ++++=Φ= k
j jjjlj ljjl

k
j jj xbxxbxbbXy 1

2
10 K

r
ˆ , (9.5) 

где 0b , jb , jlb , jjb  – статистические оценки коэффициентов β , получен-
ные с помощью метода наименьших квадратов. Этот метод дает эффек-
тивные оценки коэффициентов регрессии в случае, если ошибка опыта 
( )X
r

ε , а следовательно, и сама переменная y  имеют нормальное рас-
пределение.  

Дисперсия наблюдаемой переменной y  равна дисперсии ошибки 

опыта, т. е. { }εσσ 22 == yyD ; yD  называют дисперсией воспроизводи-
мости эксперимента. Она характеризует качество эксперимента (при 

0=yD  эксперимент называют идеальным). При проведении опытов не-
обходимо обеспечить равные значения дисперсий реализаций выходного 
параметра { }iyD . 

Пусть для оценки функции отклика предполагается провести n  изме-
рений выходного параметра y . Набор n  координат точек в факторном 
пространстве ( )kxx 111 ,,L , …, ( )nkn xx ,,L1 , в которых будут проведены 
измерения (опыты) на множестве допустимых значений G , называется 
планом эксперимента. 

Факторный эксперимент – это план, в соответствии с которым все 
уровни каждого фактора встречаются в сочетании со всеми уровнями ос-
тальных факторов. Уровни определяют количественные значения факто-
ров. Если количество уровней для каждого фактора одинаково и равно L , 
то общее количество комбинаций уровней – kL .  

Минимальное количество уровней 2=minL  – нижнее и верхнее пре-
дельные значения фактора. В этом случае можно определить только ли-
нейные эффекты (т. е. построить линейные регрессионные модели). Для 
учета квадратичных эффектов необходимо использовать три уровня, для 
кубических – четыре и т. д. 

В результате проведения эксперимента факторы могут отсеиваться, 
т. е. из всего множества X

r
 устанавливаются те факторы, которые суще-

ственно влияют на отклики модели.  
Важным этапом планирования эксперимента является выбор интер-

валов варьирования факторов jx∆ . С одной стороны, интервал варьиро-
вания не должен быть настолько мал, чтобы уровни факторов были не-
различимы на фоне случайных воздействий 1ω , 2ω , …, γω , а с другой – 
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не должен быть настолько велик, чтобы нижний и верхний уровни распо-
лагались по разные стороны экстремума (в этом случае точность предска-
зания направления градиента может оказаться очень низкой) или выходи-
ли за пределы допустимой области G . 

Область проведения эксперимента устанавливают на основе априор-
ной информации об исследуемой системе. Таким же образом выбирают и 
подобласть, в которой проводят первую серию опытов.  

Начальные серии опытов планируют так, чтобы можно было оценить 
лишь линейные коэффициенты регрессии, характеризующие направление 
градиента функции отклика. Поэтому на начальных этапах используют 
простейшую математическую модель эксперимента – линейную (полином 
первого порядка). 

Линейная модель, используемая для аппроксимации соответствую-
щего участка поверхности отклика, считается адекватной, если проводи-
мая на ее основе оценка градиентного направления статистически удов-
летворяет заданной точности.  

В выражение (9.5) можно ввести новые обозначения переменных 
10 ≡x , jj xx = , kj K1= , 121 += kxxx , … и свести модель поверхности 

отклика к виду линейной по параметрам модели: 

 ∑ −
== 1

0
M
j jj xby , (9.6) 

где 0x  – «фиктивная» переменная; M  – полное количество переменных 
и коэффициентов модели. Например, регрессионную модель зависимости 
выходного параметра от трех независимых входных факторов 

( )321   xxxy ,,Φ=  можно записать в виде полинома первого порядка: 

 ∑ ==+

+++++++=
7

03217

3163252143322110

j jj xbxxxb

xxbxxbxxbxbxbxbby

,   

где 10 =x , 214 xxx = , 325 xxx = , 316 xxx = , 3217 xxxx = . 
 

9.2. Схема полного факторного эксперимента 
 
Полный факторный эксперимент (ПФЭ) позволяет количественно 

оценить все линейные эффекты факторов { }jxX =
r

, kj K1=  и эффекты 
взаимодействия факторов. Взаимодействие факторов возникает в том 

случае, если эффект одного фактора зависит 
от уровня, на котором находится другой фак-
тор. Факторы варьируют на двух уровнях  
(рис. 9.1); каждый из k  факторов jx  может 

быть установлен либо на верхнем ( jВx ), либо 
 

Рис. 9.1. Уровни  
варьирования фактора 
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на нижнем уровне ( jНx ), которые расположены симметрично относи-

тельно некоторого нулевого уровня ( 0jx ). В этом случае количество  

точек, в которых проводят опыты, равно k2 .  
Нулевые уровни каждого фактора представляют собой точку в допус-

тимой области G , называемую центром плана.  
Для значений факторов принято использовать такой код:  

1+=jВx  (или «+»), 1−=jНx  (или «–»). 
Переход к кодовым (нормированным) значениям факторов выполняют 

по формулам 

 
j

jj
j x

xx
x

∆
−

=′ 0 , 20
jНjВ

j
xx

x
+

= , 2
jНjВ

j
xx

x
−

=∆ . (9.7) 

План ПФЭ оформляют в виде матрицы эксперимента X , столбцы ко-
торой содержат значения варьируемых факторов, а строки – условия про-
ведения опытов. Матрица ПФЭ является квадратной, размером MK × , 

kMK 2== , где k  – количество независимых факторов; M  – полное  
количество переменных и коэффициентов линейной модели; K  – количе-
ство опытов, необходимых для оценки коэффициентов модели.  

Матрицу X  формируют по определенным правилам: 
– столбец «фиктивной» переменной 0x  заполняют значением 1  

(записывают только знак «+», единица условно опускается); 
– столбцы независимых факторов 1x , 2x ,…, kx  заполняют значе-

ниями ±1 (записывают только знак «+» или «–»); 
– варьирование независимыми переменными в столбцах 1x , 2x ,…, 

kx  необходимо осуществлять с разной частотой: частота смены знака в 
каждом последующем столбце независимых факторов снижается в два 
раза ( 1x  – максимальная частота смены знака, 2x  – частота снижена в 
два раза по сравнению с 1x , 3x  – частота варьирования снижена в два 
раза по сравнению с 2x  и т.д.); 

– столбцы произведений факторов ( lj xx , rlj xxx  и т. д.) получают 
почленным перемножением столбцов соответствующих факторов. 

Матрица X , построенная таким образом, обладает свойствами: 
– симметричности  

∑ = =K
i ijx1 0 ; 

– нормированности 

∑ = =K
i ij Kx1

2 ; 



72 

– ортогональности 

∑ = =K
i ilij xx1 0  при lj ≠ ; 

– ротатабельности: дисперсия ошибки оценки значений функции  
отклика ( )X

r
Φ  не зависит от направления градиента функции ( )Xgrad

r
ψ . 

В табл. 9.1 приведена матрица для расчета коэффициентов регрес-
сии ПФЭ типа 22  с учетом взаимодействий факторов. 
 Таблица 9.1 

Номер 
опыта 0x  1x  2x  21xx  y  

1 + – – + y1 
2 + + – – y2 
3 + – + – y3 
4 + + + + y4 

 
Для устранения систематической погрешности эксперимента порядок 

проведения опытов рандомизируют с помощью датчика случайных чисел: 
каждой строчке плана присваивают случайный порядковый номер от 1 до 
K  (повторяющиеся числа игнорируют). 

ПФЭ проводят в соответствии с порядком после рандомизации,  
выставляя значения независимых факторов 1x , 2x ,…, kx  равными jВx  

или jНx  согласно коду строки. По каждой строке плана измеряют значе-
ния выходного параметра; данные измерений заносят в столбец y . Если в 
каждой точке плана проводился не один, а серия опытов, то в матрицу 
ПФЭ вместо значения iy  следует подставлять среднее значение iy . 

 
9.3. Обработка данных эксперимента 

 
Статистический анализ результатов эксперимента начинают с про-

верки гипотезы о воспроизводимости эксперимента.  
Воспроизводимостью эксперимента называют свойство повторяемо-

сти его данных в серии повторных экспериментов. Поскольку эти данные 
случайны, то можно говорить лишь о повторяемости некоторых характе-
ристик результатов опытов. Такой характеристикой является построчная 
дисперсия { }iyD , которая не должна существенно изменяться по строкам 
эксперимента. Неоднородность дисперсии воспроизводимости ведет к 
большим ошибкам вычисления коэффициентов регрессионной модели. 

Оценку однородности дисперсии воспроизводимости выполняют по 
результатам серии параллельных (проводимых в одной и той же точке 
плана) опытов.  
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Определяют построчные математические ожидания и дисперсии: 

∑ =⋅= r
l ili yry 1

1 ;  

{ } ( )∑ = −⋅
−

= r
l iili yyryD 1

2
1

1 , 

где r  – количество параллельных опытов; Ki K1=  – номер строки  
матрицы эксперимента X . 

Гипотезу о воспроизводимости эксперимента проверяют, используя 
критерий Кохрена. Для этого рассчитывают величину 

 
{ }

{ }∑ =

= K
i iyD

yD
G

1

max , (9.8) 

где { }maxyD  – максимальная из построчных дисперсий; K  – количество 
строк в матрице эксперимента X . 

Значение G  сравнивают с квантилем распределения Кохрена 
( )1табл   fKG ,,α  (табл. 9.2), где α  – уровень значимости (вероятность 

ошибки первого рода); 11 −= rf  – число степеней свободы. 
Таблица 9.2 

Квантили распределения Кохрена при α  = 0,05 

K f1 3 4 5 6 7 8 9 
4 0,6841 0,6287 0,5895 0,5598 0,5365 0,5175 0,5070 
8 0,4377 0,3910 0,3595 0,3362 0,3185 0,3043 0,2926 

Если таблGG > , то эксперимент невоспроизводим. В этом случае не-
обходимо либо увеличить количество параллельных опытов, либо подо-
брать некоторое нелинейное преобразование выходного параметра  
например, y , ( )yalog , ( )yexp , ay  и т. п.  

Если эксперимент воспроизводим, то рассчитывают значение диспер-
сии воспроизводимости 

 { }∑ =⋅= K
i iy yDKD 1

1  (9.9) 

и переходят к основной обработке данных, которая состоит в нахождении 
оценок коэффициентов модели (9.6) и проверке их значимости. 

При обработке данных по методу наименьших квадратов ортогональ-
ность матрицы ПФЭ позволяет получить независимые оценки коэффици-
ентов уравнения регрессии для неполного полинома (т. е. полинома, не 
имеющего членов, содержащих степени независимых переменных).  

Независимость оценок означает, что оценка любого коэффициента не 
зависит от того, какие значения принимают оценки других коэффициентов.  
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Выражение для оценки коэффициентов полинома 

 ∑ = ⋅= K
i iijj yxKb 1

1 , 10 −= Mj K . (9.10) 

В целях исключения из уравнения регрессии факторов, слабо влияю-
щих на выходной параметр y , и для установления факта попадания в  
область экстремума проверяют значимость коэффициентов регрессионно-
го полинома (9.10).  

Значимо ли отклонение от «0» того или иного коэффициента jb ,  
определяют по t -критерию Стьюдента 

 
y

jj D
rKbt ⋅⋅= . (9.11) 

Полученное значение jt  сравнивают с квантилем распределения 

Стьюдента ( )2табл ft ,α , где α  – уровень значимости статистической  
гипотезы; ( )12 −= rKf  – число степеней свободы.  

Для расчета таблt  при заданных α  (как правило, 050,=α ) и 2f   
можно использовать функцию Mathcad ( )2fPqt , : 
 ( ) ( )22табл 21 fqtft ,, αα −= , (9.12) 
где 21 α−=P  (для двусторонней критической области). 

Если таблtt j < , то j -й коэффициент считают незначимым и обнуля-

ют, т. е. 0=jb . При этом следует иметь в виду такие обстоятельства: 

1) причиной незначимости коэффициента jb  может быть неудачный 

выбор интервала варьирования jx∆  соответствующего фактора jx ; 
2) если хотя бы один из коэффициентов при членах взаимодействия 

1+kb … 1−Mb  значимо отличается от нуля, то это свидетельствует о не-
адекватности линейной модели и о необходимости ее проверки и моди-
фикации для обеспечения адекватности; 

3) если все коэффициенты при линейных членах 1b … kb  значимы, а 
коэффициенты при членах взаимодействиях 1+kb … 1−Mb  – нет, то можно 
переходить к следующему этапу экстремального эксперимента – движе-
нию по направлению градиента (крутому восхождению). Если коэффици-
енты незначимы и при линейных членах, то следует провести эксперимент 
с измененными (увеличенными или уменьшенными) интервалами варьи-
рования факторов. Если и после этого коэффициенты будут незначимы, 
эксперимент прекращают, поскольку достигнута область экстремума; 

4) если при адекватной линейной модели только часть линейных ко-
эффициентов значимо отличается от нуля, то следует повторить весь 
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эксперимент при расширенных интервалах варьирования для тех факто-
ров, при которых коэффициенты незначимы. Если и после этого те же ко-
эффициенты оказались незначимыми, то соответствующие факторы мож-
но исключить из дальнейших исследований; 

5) при неадекватной линейной модели следует заново провести весь 
эксперимент. При этом желательно центр эксперимента перенести в точку 
с лучшим из полученных значением параметра оптимизации, а интервалы 
варьирования уменьшить в обратной пропорции относительно соответст-
вующих коэффициентов регрессии; 

6) при неадекватной модели иногда целесообразно начать движение 
по направлению градиента; это может привести к успеху быстрее, чем по-
вторение экспериментов в прежних условиях. 

Найденные значения значимых коэффициентов jb  подставляют в 
модель (9.6) и рассчитывают предсказанные моделью величины выходно-

го параметра ∑ −
== 1

0
M
j ijji xbŷ для каждой строки плана эксперимента X .  

 
9.4. Проверка адекватности уравнения регрессии 

 
Проверка адекватности уравнения регрессии основана на сопостав-

лении рассеяния значений ily , полученных в результате моделирования, 

относительно линии регрессии ( ))(ˆ i
i Xy

r
Φ=  с рассеянием значений ily  

относительно своих математических ожиданий iy .  
Если количество значимых коэффициентов модели d  меньше полно-

го количества коэффициентов M , то для определения рассеяния y  отно-
сительно линии регрессии вычисляют дисперсию адекватности: 

 ( )∑ = −
−

= K
i ii yydMD 1

2
A

1 ˆ . (9.13) 

Адекватность проверяют сравнением дисперсий адекватности и вос-
производимости по критерию Фишера: 
 yDDF A= . (9.14) 

Если 1<F , то модель считают адекватной. Иначе сравнивают F  с 
квантилем распределения Фишера ( )23табл   ffF ,,α , где α  – уровень зна-
чимости статистической гипотезы; dMf −=3  и ( )12 −= rKf  – степени 
свободы. 

Для расчета квантиля таблF  при заданном уровне значимости α  
(обычно 050,=α ) и известных степенях свободы 3f , 2f  можно использо-
вать функцию Mathcad ( )23 ffPqF ,, , где α−= 1P , возвращающую зна-
чения обратной интегральной функции распределения Фишера: 
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 ( ) ( )2323табл 1 ffqFffF ,,,, αα −= . (9.15) 
Если таблFF < , то гипотеза об адекватности принимается. 
Если количество значимых коэффициентов равно их полному количе-

ству, то вычисляют относительные ошибки выходного параметра 

 %
ˆ

100⋅
−

=
i

ii
i y

yy
δ , (9.16) 

выбирают максимальную величину iδ , которую сравнивают с допустимым 
значением относительной ошибки допδ . Если { } допδδ <imax , то модель 
считают адекватной. 

 
9.5. Поиск экстремальных значений на поверхности отклика 

 
О достижении области экстремума ∗G  свидетельствуют малые зна-

чения всех коэффициентов линейной регрессии. Если экстремум лежит на 
границе допустимой области G , то значения коэффициентов регрессии 
могут быть любыми, однако в этом случае сам факт выхода на границу 
области G  свидетельствует о достижении экстремума.  

Эксперимент оканчивают при достижении области ∗G , так как в этом 
случае экстремальные условия найдены с требуемой точностью. 

Рассмотрим этап крутого восхождения, т. е. движение по направле-
нию градиента. 

Градиентом функции отклика ( )kxxx ,,,ψ L21  в заданной точке 

( )00
2

0
1

0
kxxxX ,,, L

r
=  называется вектор, характеризующий направление 

максимального роста этой функции: 

 ( )
021

0 
jj xxkxxxXgrad

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∂
∂

∂
∂

∂
∂= ψ,,ψ,ψψ K

r
. (9.17) 

Таким образом, для того чтобы кратчайшим путем достичь области 
экстремума (вершины поверхности отклика), следует двигаться по на-
правлению градиента. 

Оценкой градиента является вектор линейных членов регрессии 
 ( ) ( )kbbbXgrad K

r
,,ψ 21

0 =∗ . (9.18) 
Пошаговое движение по градиенту осуществляется таким образом. 

Выбирают шаг h . Затем к координатам нулевой точки 0X
r

 (центр экспе-
римента) добавляют значение шага h , измененное пропорционально со-
ответствующим коэффициентам регрессии. В результате этого получают 
координаты новой точки 1X

r
 факторного пространства, расположенной в 

направлении градиента функции отклика. 
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При переходе от кодированного факторного пространства к натураль-
ному градиент меняет направление на противоположное, поэтому движе-
ние по градиенту следует осуществлять только в натуральном факторном 
пространстве. Переход от кодовых (нормированных) значений факторов 

[ ]1 1,−∈′jx  к их фактическим значениям выполняется по (9.7).  
Единых правил для выбора шага h  не существует. Целесообразно 

задать такой шаг, чтобы первая точка крутого восхождения располагалась 
вне области эксперимента. Однако сделанный шаг не должен выводить 
точку за пределы области определения факторов. Обычно шаг подбирают 
для фактора, коэффициент при котором наибольший по абсолютной ве-
личине. Пусть таковым является фактор µx  и для него выбран шаг µh . 
Шаги по остальным факторам рассчитывают так, чтобы полученная точка 
располагалась в направлении градиента, а фактор µx  изменился на ве-

личину µh . Пропорциональный пересчет шага для j -го фактора выпол-
няют по формуле 

 µ
µµ

hxb
xb

h jj
j ∆

∆
= , (9.19) 

после чего определяют координаты новой точки  
 ( )kk hxhxhxX +++= 0

2
0
21

0
1

1   ,,, L
r

. (9.20) 
Обязательная реализация плана эксперимента на каждом шаге круто-

го восхождения не требуется. Целесообразно переходить от шага к шагу, 
если значение критерия оптимизации (выходного параметра y ), рассчи-
тываемое как средний результат серий опытов, в каждой новой точке 
больше, чем в предыдущей. Если на очередном шаге критерий оптимиза-
ции не изменился или уменьшился, целесообразно предыдущую точку 
принять за центр нового плана с тем, чтобы уточнить уравнение регрессии 
в данной точке, и, возможно, определить новое направление градиента. 
Если улучшить ранее полученный результат и после этого не удается, 
можно прекратить эксперимент (поскольку область экстремума достигну-
та) или перейти к планам более высокого порядка, позволяющим учесть 
дополнительные нелинейные (например, квадратичные) члены регрессии 
и, следовательно, более точно описать поверхность отклика в области 
экстремума. 

Если стоит задача минимизации критерия, то движение к области экс-
тремума происходит в направлении наискорейшего спуска – по антигра-
диенту функции отклика, т. е. ( )( )Xgrad

r
ψ− . 

В области экстремума функции отклика проводят канонический ана-
лиз, чтобы выяснить, является ли найденная точка точкой максимума 
(глобального или локального) или это – седловая точка. 
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Контрольные вопросы 
 

1. Что является целью экспериментов с имитационными моделями? 
2. Чем активный эксперимент отличается от пассивного? 
3. В чем состоит основная задача оптимального эксперимента? 
4. Что собой представляет регрессионная модель? 
5. Что называют планом эксперимента? 
6. Что такое рандомизация опытов и для чего ее выполняют? 
7. Чем определяется выбор уровней варьирования и интервалов 

варьирования факторов? 
8. В чем заключается полный факторный эксперимент? Какую мо-

дель он позволяет получить? 
9. Как перейти от фактического значения параметра к нормирован-

ному и для чего выполняют нормировку? 
10. Как построить план-матрицу эксперимента? Какими свойствами 

эта матрица обладает? 
11. Что такое воспроизводимость эксперимента? Каким образом мож-

но проверить воспроизводимость и что следует предпринять, если экспе-
римент невоспроизводим? 

12. Что означает значимость коэффициента регрессионной модели и 
как ее оценить? 

13. В чем состоит сущность понятия "адекватность модели"? 
14. Как проверить, является ли построенная модель адекватной? 
15. Каким образом с помощью факторного эксперимента можно найти 

точку минимума (максимума) выходного параметра? 
16. Как определить, достигнута ли область экстремума критерия оп-

тимизации? 
17. По результатам ПФЭ, приведенным в табл. 9.3: 

а) проверьте, является ли эксперимент воспроизводимым; если 
нет – выполните нелинейное преобразование данных для обеспечения 
однородности дисперсии воспроизводимости, если да – рассчитайте дис-
персию воспроизводимости; 

б) найдите оценки коэффициентов регрессионной модели и про-
верьте их значимость; 

в) определите, является ли полученная модель адекватной. 
Таблица 9.3 

Значения факторов Выходной параметр vy  Номер 
опыта 0x  1x  2x  21xx 1y  2y  3y  4y  

1 + – – + 1,1 1,2 1 1,5 
2 + + – – 0,5 0,3 0,6 0,2 
3 + – + – 2,6 3 2,8 3,2 
4 + + + + 1,6 1,8 2,4 2,2 
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Приложение 
 

МОДЕЛЬ УПРАВЛЕНИЯ ЗАПАСАМИ ВОДЫ В ВОДОХРАНИЛИЩЕ 
 

Пусть для различных хозяйственных нужд требуется определенный 
запас пресной воды. Управлять этим запасом необходимо так, чтобы наи-
лучшим образом удовлетворять возникающие потребности в пресной  
воде. Чтобы правильно выбрать стратегию управления, нужно знать вели-
чину ( )i i tXX =  – запас воды в водохранилище в момент времени it  и 
его изменение с течением времени.  

Для упрощения задачи будем считать, что водохранилище располо-
жено в климатической зоне с положительными средними зимними темпе-
ратурами, и процессы формирования снежного покрова и снеготаяния 
можно не учитывать.  

Природные факторы, которые влияют на величину iX :  
– приток по реке, на которой построено водохранилище ( )tPR ;  
– пополнение запаса воды за счет боковой приточности ( )tB , в том 

числе притока почвенных и грунтовых вод; 
– выпадение атмосферных осадков на поверхности водохранилища 

( )tO ; 
– испарение воды с поверхности водохранилища ( )tRU ; 
– фильтрация воды в нижнем створе водохранилища ( )tRΦ .  
Из множества факторов антропогенного происхождения будем учиты-

вать два: 
– расходы воды на нужды сельского хозяйства ( )tZcx  и коммуналь-

ного водоснабжения ( )tZkb ; 
– сброс воды через плотину дальше по реке ( )tRΠ . 
Схематически динамика запаса воды в водохранилище показана на 

рис. П.1. 
Выпадение
осадков

Боковой
приток

Испарение

Фильтрация

Потребление

Сброс через
плотину

Запас
воды

Приток воды
по реке

 
 

Рис. П.1. Факторы, определяющие запас воды в водохранилище 
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Запас воды не должен становиться меньше некоторой минимальной 
величины Xmin , а также не должен превышать объем водохранилища 

VXmax ≤ . Кроме того, будем считать, что распределение воды между 
потребителями осуществляется пропорционально их запросам. 

Следующий вопрос касается величин факторов и их изменений во 
времени. Процессы формирования речного стока, боковой приточности и 
осадков носят случайный характер. Для их исследования применяют ста-
тистические методы. Пусть известны ряды наблюдений среднедекадных 
величин стока, осадков в районе водохранилища и бокового притока за 
предыдущие годы. Тогда по данным наблюдений можно построить стати-
стические модели факторов ( )tPR , ( )tO , ( )tB  (см. разд. 5), а затем гене-
рировать случайные числа с соответствующими законами распределения 
(см. подразд. 7.1).  

Перейдем к процессам расходования воды. Испарение воды с по-
верхности водохранилища не измеряется и динамику его изменения ста-
тистическими методами определить нельзя. Однако известно, что ( )tRU  
зависит от ряда факторов, наиболее существенные из которых – дефицит 
влажности воздуха и площадь зеркала водохранилища. Таким образом, 
будем считать, что  
 ( ) ( )tαD  tRU = , (П.1) 
где ( )tD  – относительный коэффициент дефицита влажности воздуха, 
( ) 1] [0,tD ∈ ; α  – эмпирический коэффициент пропорциональности.  
Величина объема воды, профильтровавшейся в нижнем створе водо-

хранилища в момент времени it  пропорциональна объему воды в водо-
хранилище ( )itX  и зависит от типа подстилающих грунтов: 
 ( ) ( )ii tkX  tRΦ = , (П.2) 
где k  – коэффициент, соответствующий определенному типу грунта. 

Расход воды через плотину ( )tRΠ  зависит от запаса воды в водохра-
нилище и должен удовлетворять таким условиям: 

 ( )
( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

>−
≤

=
V. tXV, tX
V; tX0

tRΠ
ii

i
i

,
 (П.3) 

Величины потребления ( )tZcx  и ( )tZkb  также являются управляе-
мыми величинами и формируются в зависимости от объема воды в водо-
хранилище ( )itX  и запросов на воду со стороны потребителей. 

Запас воды в каждый момент времени увеличивается на значение 
«притока» и уменьшается на величину «расхода»: 
 ( ) ( ) ( ) ( )tPtΠtX ∆ttX −+=+ , (П.4) 
где ( ) ( ) ( ) ( )tBtO tPR tΠ ++= , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tZΣtRΠtRΦtRU  tP +++= , 

( ) ( ) ( )tZkbt Zcx tZΣ += .  
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Уравнение водного баланса (П.4) описывает зависимость запаса во-
ды в водохранилище от природных условий и стратегии распределения 
этого запаса между потребителями. Задавая условия пополнения и рас-
ходования запаса воды и решая (П.4), можно оценить запас воды в каж-
дый момент времени it .  

Для анализа большого количества вариантов «притока» и «расхода» 
воды в течение большого промежутка времени необходима программа, 
позволяющая проводить вычисления на ЭВМ. Эта программа и будет 
представлять собой имитационную модель водохранилища.  

Схема алгоритма моделирования: 
– генерирование случайных значений внешних факторов; 
– вычисление объема воды, испарившейся и профильтровавшейся из 

водохранилища; 
– расчет запаса воды без учета промышленно-потребительских фак-

торов использования воды; 
– оценка количества воды, потребляемой сельским хозяйством и 

коммунальным водоснабжением; 
– коррекция количества воды в водохранилище с учетом антропоген-

ного фактора. 
Ниже приведен текст программы моделирования в Mathcad с коммен-

тариями и пояснениями, где это необходимо. 
Принятые обозначения: V  – объем водохранилища, км3; Xmin  и 

Xmax  – минимальный и максимальный объем; S – площадь водной по-
верхности, км2; N  – количество отсчетов по времени. 

Исходные данные:  
3 :V =  S 400:=  

N 365:=  i 0 N 1−..:=  
Xmin V

2
3
⋅:=

 
Xmax V:=  

 
Моделирование осадков 

 
Количество осадков – случайная величина, которая определяется ве-

роятностью выпадения осадков P_O , их интенсивностью rate1 (мм/ч) и 
продолжительностью time_O  (ч).  

Считаем, что rate1 – нормальная величина с математическим ожида-
нием M_O  и СКО σ_O ; time_O  – равномерная величина на интервале от 
0,1 до 3. Параметры распределения осадков зависят от сезона: 

P_O

0.5
0.6
0.1
0.7

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

 

M_O

3
15
30
5

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

 

σ_O

0.5
5

10
1

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=
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График условных распределений вероятности осадков по сезонам 
is 0 3..:=  

0 0.5 1 1.5 2 2.5 30

0.4

0.8

P_Ois

is  
Плотность нормального распределения (см. (4.8)) 

fN z m, σ,( ) 1

2 π⋅ σ⋅
e

1
2

−
z m−
σ

⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

2
⋅

⋅:=
 

Для случайной величины «интенсивность осадков» построим графики 
fN(•) в зависимости от сезона: OWn – зимой, OSp – весной, OSm – летом, 
OAu – осенью; NG  – число точек для построения графиков: 

NG 300:=  io 0 NG 1−..:=  
XMAX M_O2 3 σ_O2⋅+:=  Xio

XMAX
NG 1−

io⋅:=
 

OWnio fN Xio M_O0, σ_O0,( ):=  OSpio fN Xio M_O1, σ_O1,( ):=  
OSmio fN Xio M_O2, σ_O2,( ):=  OAuio fN Xio M_O3, σ_O3,( ):=  

0 10 20 30 40 50 60

0.2

0.4

0.6

0.8

OWnio

OSpio

OSmio

OAuio

Xio  
Определим функцию-генератор нормально распределенной величи-

ны с параметрами m  и σ  (см. (7.7)): 
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Norm m σ,( ) m
σ
2

1

48

j

rnd 1( )∑
=

24−
⎛
⎜
⎜
⎝

⎞

⎠
⋅+:=

 
Оценим качество работы генератора по критерию 2χ .  
Для этого выполним моделирование нормальной величины: 

xi Norm M_O3 σ_O3,( ):=  

0 50 100 150 200 250 300 350

5xi

i  
Построим гистограмму распределения случайной величины x . 
Обозначим М – количество интервалов, hx  – ширина: 

M 10:=  minx min x( ):=  maxx max x( ):=  hx
maxx minx−

M 1−
:=

 
Массив координат интервалов гистограммы 

r 0 M..:=  dxr hx r⋅ minx+:=  
Количество попаданий значений случайной величины x  в интервалы 

гистограммы 
gx hist dx x,( ):=  

Оценка плотности распределения вероятности (см. (5.6)) 
j 0 M 1−..:=  fxj

gxj
N hx⋅

:=
 

Совместим на одном графике гистограмму (массив fx) и теоретиче-
скую плотность распределения вероятностей (массив OAu): 

0 2 4 6 8 10

0.2

0.4

fxj

OAuio

dxj 0.5 hx⋅+ Xio,  
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Теоретическая вероятность попадания величины ix  в j-й интервал 
гистограммы 

Pj
dxj

dxj 1+

zfN z M_O3, σ_O3,( )⌠
⎮
⌡

d:=

 
Значение критерия 2χ  (см. (5.12)) 

χ2
j

N Pj⋅ gxj−( )2

N Pj⋅

⎡
⎢
⎣

⎤
⎥
⎦∑:=

 

χ2 2.325=  

Число степеней свободы (см. (5.13)) 
τ M 1− 2−:=  τ 7=  

Найдем вероятность соответствия результатов моделирования  
нормальному закону распределения: 

α χ2 τ,( ) 1 pchisq χ2 τ,( )−:=  α χ2 τ,( ) 0.94=  
Для моделирования зависимости параметров распределения осадков 

от сезона определим функцию )season(• : 

ns floor
N
12

⎛⎜
⎝

⎞
⎠

:=
 

otherwiseWin""
ns11  i  ns8 if"Aun"

ns8  i  ns5 ifSmr""
ns5  i  ns2 ifSpr""

  

: season(i)

⋅≤<⋅
⋅≤<⋅
⋅≤<⋅=

 

Создадим функцию, устанавливающую значения параметров распре-
деления в зависимости от сезона: 

ParSet Par( )
Pi Par0← season i( ) "Win"if

Pi Par1← season i( ) "Spr"if

Pi Par2← season i( ) "Smr"if

Pi Par3← otherwise

i 0 N 1−..∈for

P

:=

 
prob_O ParSet P_O( ):= mR ParSet M_O( ):=  σR ParSet σ_O( ):=  
Генерация случайной интенсивности осадков 

rate1i Norm mRi σRi,( ):=  rate1i if rate1i 0≤ 0.1, rate1i,( ):=  
Определим функцию-генератор величины, равновероятной на [a, b]: 

Unif a b,( ) a b a−( ) rnd 1( )⋅+:=  



85 

Получим массив реализаций случайной продолжительности осадков: 
time_Oi Unif 0.1 3,( ):=  

0 50 100 150 200 250 300 350

2
time_Oi

i  
Моделируем случайное событие «осадки» (см. рис. 7.2) и, если оно 

происходит, генерируем значения rate1 и time_O , которые пересчитыва-
ем в количество осадков [км3] на водное зеркало: 

Oi if rnd 1( ) prob_Oi< rate1i S⋅ time_Oi⋅ 10 6−⋅, 0,( ):=  

0 50 100 150 200 250 300 350

0.02

0.04

Oi

i  
Моделирование бокового притока 

 
Боковой приток моделируем как сумму двух составляющих. Первая 

компонента – случайный процесс, зависящий от количества осадков.  
Применяем алгоритм формирования СП с заданной корреляционной 

функцией ( )τR  (см. подразд. 7.1.9). Интервал корреляции Т – 2 дня: 

T 2:=  R τ( ) if τ T> 0, 1
1
T
τ⋅−,⎛⎜

⎝
⎞
⎠

:=
 

τio 0.05 io⋅:=  

∆t
365
N

:=
 

 
R ∆t( ) 0.5=  
R 2 ∆t⋅( ) 0=  

0 1 2 3

0.5

1

R τi( )

τi  
Радиус корреляции составляет ∆t2 , поэтому ( )τR  представим в виде 

корреляционной матрицы 22×  



86 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 150

501 : R .
.

  

Найдем собственные числа и собственные векторы матрицы R : 
L eigenvals R( ):=  V eigenvecs R( ):=  

Сформируем матрицу А преобразования (см. (7.10)) некоррелирован-
ного случайного процесса O(t)  в коррелированный B(t) : 

Λ diag L
→⎯( ):=  A V Λ⋅:=  

Первая составляющая бокового притока BO  – коррелированный  
случайный процесс: 

i 1 N 1−..:=  BOi Oi A0 1,⋅ Oi 1− A0 0,⋅+:=  

50 100 150 200 250 300 350

0.02BOi

i  
Вторая составляющая бокового притока BS – нормальный случайный 

процесс с параметрами m= 0,1 и σ  = 0,01: 
BSi Norm 0.1 0.01,( ):=  BSi if BSi 0< 0, BSi,( ):=  

50 100 150 200 250 300 350

0.1BSi

i  
Сформируем полный боковой приток B(t)  и построим график: 

Bi BOi BSi+:=  

50 100 150 200 250 300 350

0.1Bi

i  
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Моделирование притока по реке 
 
Будем исходить из статистических данных по изменениям водных ре-

сурсов в водохранилище за пять лет.  
Таблицу результатов замеров речного притока, приведенных к едини-

це времени моделирования ∆t , где строка – месяц (от 1 до 12), столбец – 
год наблюдения (от 1 до 5), представим в виде матрицы PR   
 

PR

0.38
0.25
0.35
0.57
0.72
0.78
0.92
1.14
1.1
0.88
0.65
0.6

0.4
0.32
0.42
0.6
0.65
0.73
0.88
1.13
1.2
0.81
0.62
0.58

0.4
0.3
0.4
0.59
0.62
0.68
1.12
1.2
1.05
0.89
0.77
0.68

0.48
0.3
0.45
0.6
0.63
0.83
1.09
1.2
0.9
0.85
0.7
0.58

0.45
0.35
0.38
0.62
0.75
0.86
0.98
1.16
1.05
0.8
0.75
0.63

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

:=

 
 
Проводить статистическую обработку данных будем отдельно по  

сезонам. Для этого разобьем матрицу PR  на четыре подматрицы: 
 

R_Wi submatrix PR 0, 2, 0, 4,( ):=  R_Sp submatrix PR 3, 5, 0, 4,( ):=  
R_Sm submatrix PR 6, 8, 0, 4,( ):= R_Au submatrix PR 9, 11, 0, 4,( ):=

ii 0 4..:=  ttii 3 ns⋅ ii⋅:=
 

mean(R_Wi)
mean(R_Au)
mean(R_Sm)
mean(R_Sp)
mean(R_Wi)

: M_Rii =

 S_R

Stdev R_Wi( )
Stdev R_Sp( )
Stdev R_Sm( )
Stdev R_Au( )

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=
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Аппроксимируем зависимость математического ожидания притока по 
реке M_R  от времени года tt  кубическим сплайном (см. (6.8)): 

 
vs cspline tt M_R,( ):=  m_R z( ) interp vs tt, M_R, z,( ):=  

0 50 100 150 200 250 300 3500.1

0.65

1.2

M_Rii

m_R i( )

ttii i,  
Ввиду малого объема статистических данных распределение величи-

ны притока по реке примем нормальным с параметрами M_R  (использу-
ем результаты интерполяции сплайном) и σ_R  (используем оценки СКО 
результатов замеров речного притока по сезонам): 

σ_R ParSet S_R( ):=  
Генерация случайного притока по реке 

RRi Norm m_R i( ) σ_Ri,( ):=  

RRi if RRi maxR> maxR, if RRi minR< minR, RRi,( ),( ):=  
 
Построим график результатов моделирования RR  

0 50 100 150 200 250 300 350

0.5

1

RRi

i  
 
Суммарный приток воды в водохранилище 

Π i RRi Bi+ Oi+:=  
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0 50 100 150 200 250 300 350

0.5

1
Πi

i  
 

Моделирование запросов потребителей 
 

Будем считать, что потребности сельского хозяйства в воде обратно 
пропорциональны количеству выпавших осадков и ограничены верхним и 
нижним порогами потребления: 

0.05 :minZcx =  maxZcx 0.3:=  
 

CX

zi
1

Oi 2500⋅
← Oi 0>if

zi maxZcx← otherwise

i 0 N 1−..∈for

z

:=

 
 

Генерация случайных запросов на воду со стороны сельского хозяй-
ства 

Zcxi if CXi minZcx< minZcx, if CXi maxZcx> maxZcx, CXi,( ),( ):=  

0 50 100 150 200 250 300 350

0.2Zcxi

i  
 
Пусть запросы на воду со стороны коммунального водоснабжения 

Zkb  – равномерная случайная величина со средним 0,2  Skb =  и отклоне-
нием от среднего 030.± : 



90 

0.2:Skb =  
 
Генерация случайных чисел Zkb  

Zkbi Unif Skb 0.03− Skb 0.03+,( ):=
 

0 50 100 150 200 250 300 350

0.2Zkbi

i  
Суммарные потребности в воде 

Zi Zcxi Zkbi+:=  

0 50 100 150 200 250 300 350

0.4Zi

i  
 

Моделирование расхода воды на потребление 
 

Расход воды на удовлетворение запросов потребителей зависит от 
текущего количества воды в водохранилище, которое не может опускаться 
ниже порогового значения Xmin . 

Определим функцию-генератор расхода воды с учетом суммарных 
потребностей в каждый момент времени iZ  и текущего объема воды в 
водохранилище: 

ZΣ w i,( ) if wi Zi−( ) Xmin≤ if wi Xmin> wi Xmin−, 0,( ), Zi,⎡⎣ ⎤⎦:=  
 

Моделирование испарения воды 
 

Испарение прямо пропорционально дефициту влажности воздуха D , 
1] [0,D∈ ; α  – коэффициент пропорциональности: 

α 0.1:=  Di rnd 1( ):=  
Генерация случайного количества испарившейся воды  

RUi α Di⋅:=  
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0 50 100 150 200 250 300 350

0.05

0.1

RUi

i  
 

Моделирование объема профильтровавшейся воды 
 

Объем профильтровавшейся воды пропорционален текущему запасу 
воды в водохранилище и зависит от типа подстилающих грунтов. Эту за-
висимость учитываем с помощью эмпирического коэффициента k : 

k 0.05:=  RΦ w( ) k w⋅:=  
 

Моделирование расхода воды через плотину 
RΠ w i,( ) if wi Xmax> wi Xmax−, 0,( ):=  

 
Моделирование запаса воды в водохранилище  

 
XT X0 Xmax←

W0 2, Xmax←

Xi Xi 1− Π i+ RUi−←

Xi Xi RΦ Xi( )−←

zi if Xi Zi−( ) Xmin≤ if Xi Xmin> Xi Xmin−, 0,( ), Zi,⎡⎣ ⎤⎦←

Xi Xi zi−←

pi if Xi Xmax> Xi Xmax−, 0,( )←

Xi Xi pi−←

Wi 0, zi←

Wi 1, pi←

Wi 2, Xi←

i 1 N 1−..∈for

W

:=
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Результаты моделирования XT  – матрица размером 3N× , первый 
столбец – величина расходов воды на потребление в i -е моменты време-
ни, 1N0i −= K ; второй столбец – текущий объем воды, сброшенной че-
рез плотину; третий столбец – текущий запас воды в водохранилище X : 

 
ZZ XT 0〈 〉:=  ZΠ XT 1〈 〉:=  X XT 2〈 〉:=  

 
Полученные результаты представим в виде графиков. 
 
График реализаций расходов воды на потребление: 

0 50 100 150 200 250 300 350
0.2

0.4
ZZi

i  
График реализаций сброса воды через плотину: 

0 50 100 150 200 250 300 350

0.5ZΠi

i  
График реализаций текущего запаса воды в водохранилище: 

0 50 100 150 200 250 300 350
2

2.5

3

Xi

Xmin

Xmax

i
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Полный факторный эксперимент 
 

Оптимизируемый параметр PA  – обеспеченность потребностей в 
пресной воде (вероятностная мера), т. е. относительная частота случаев, 
когда запросы потребителей были полностью удовлетворены; maxPA→ : 

NAi if Zi ZZi> 0, 1,( ):=  numA
i

NAi∑:=

 
PA

numA
N

:=
 

Входные управляемые факторы – верхний порог затрат воды в сель-
ском хозяйстве maxZcx  и среднее значение запросов коммунального во-
доснабжения Skb . 

Начальные значения факторов  
maxZcx 0.3:=  0.2 : Skb =  

Выберем уровни варьирования факторов 
∆Zcx 0.1 maxZcx⋅:=  ∆Skb 0.1 Skb⋅:=  

Тогда диапазоны варьирования факторов 
«+» maxZcx ∆Zcx+ 0.33=  Skb ∆Skb+ 0.22=  
«–» maxZcx ∆Zcx− 0.27=  Skb ∆Skb− 0.18=  

Составим матрицу ПФЭ X (табл. П.1), в соответствии с которой про-
ведем эксперимент. Количество параллельных опытов для каждой строки 
матрицы ПФЭ r  = 4.  

X

1
1
1
1

1−
1
1−

1

1−
1−

1
1

1
1−
1−

1

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

 

Таблица П.1
Номер опыта maxZcx  Skb  

1 – 0.34 – 0.17
2 + 0.46 – 0.17
3 – 0.34 + 0.23
4 + 0.46 + 0.23 

 
При проведении параллельных опытов значения факторов maxZcx  и 

Skb  не изменяются, а разброс величин PA  в каждой строке плана экспе-
римента обусловлен влиянием случайных факторов.  

Для пересчета случайных значений можно использовать команду  
меню Math → Calculate Worksheet. 

Результаты экспериментов PA  занесем в матрицу Y : 

Y

0.808
0.795
0.77
0.745

0.852
0.775
0.797
0.74

0.836
0.811
0.775
0.767

0.803
0.789
0.762
0.756

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=
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Определим построчные математические ожидания и дисперсии: 
j 0 3..:=  v 0 3..:=  

y0v Y0 v,:=  y1v Y1 v,:=  y2v Y2 v,:=  y3v Y3 v,:=  

MY

mean y0( )
mean y1( )
mean y2( )
mean y3( )

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

 

DY

Stdev y0( )2

Stdev y1( )2

Stdev y2( )2

Stdev y3( )2

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

:=

 

DY

5.409 10 4−×

2.223 10 4−×

2.247 10 4−×

1.447 10 4−×

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

=

 
Рассчитаем значение критерия Кохрена (см. (9.8)): 

G
max DY( )

v

DYv∑
:=

 

G 0.478=  

Квантиль распределения Кохрена (см. табл. 9.2) 
таблG (α = 0.05, K = 4, f1 = 3) = 0.6841. 

Так как таблGG < , то эксперимент воспроизводим.  
Оценим дисперсию воспроизводимости (см. (9.9)): 

Dv mean DY( ):=  Dv 2.831 10 4−×=  
Найдем оценки коэффициентов регрессионного полинома (см. (9.10)): 

a X 1− MY⋅:=  

a

0.786
0.014−

0.022−

2.062 10 3−×

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

 
Проверим значимость коэффициентов по t -критерию (см. (9.11)): 

tv av
4 4⋅
Dv

⋅:=
 

t

186.918
3.343
5.304
0.49

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

 
Квантиль распределения Стьюдента 

ttab α f2,( ) qt 1
α
2

− f2,
⎛
⎜
⎝

⎞
⎠

:=
 

ttab 0.05 12,( ) 2.179=
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Переопределим значения коэффициентов, обнулив незначимые: 
av if tv 2.179> av, 0,( ):=  

a

0.786
0.014−

0.022−

0

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=  

Линейная аппроксимация (см. (9.6)) функции отклика имеет вид 
0.022Skbx0.014maxZc0.786PA −−= . 

Рассчитаем предсказанные моделью величины выходного параметра 
для каждой строки плана эксперимента YM . Для сравнения рядом выве-
дены значения построчных математических ожиданий: 

YM X a⋅:=  YM

0.823
0.795
0.778
0.75

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

 

MY

0.825
0.792
0.776
0.752

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

 
Дисперсия адекватности (см. (9.13)) 

DA
1

4 3−
v

YMv MYv−( )2∑⋅:=

 
DA 1.702 10 5−×=

 

Значение критерия Фишера (см. (9.14)) 

F
DA
Dv

:=
 

F 0.06=  

Так как 1F< , то линейная модель является адекватной. 
Перейдем к этапу крутого восхождения. 
Выберем шаг поиска вдоль направления градиента.  
Поскольку 12 aa > , то установим величину шага для фактора Skb  

(это второй из исследуемых факторов):  
h2 0.05−:=

 
Рассчитаем шаг для фактора maxZcx  (см.(9.19)): 

h1
a1 ∆Zcx⋅

a2 ∆Skb⋅
h2⋅:=

 

h1 0.047−=
 

Определим координаты новой точки: 
maxZcx maxZcx h1+:=

 
Skb Skb h2+:=
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Проведем серию параллельных опытов при новых значениях факто-
ров. Результаты экспериментов PA  сохраним в массиве y : 

0.907
0.868
0.879
0.885

:y  v =

 mean y( ) 0.885=  

Сравним среднее значение выходного параметра с усредненной  
величиной построчных математических ожиданий, полученных на  
предыдущем этапе ПФЭ: 

MY

0.825
0.792
0.776
0.752

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

 

mean MY( ) 0.786=  

 
0.7868850 >.  

Значение параметра оптимизации PA  улучшилось. 
 
Сделаем следующий шаг по направлению градиента: 

maxZcx maxZcx 2 h1⋅+:=
 

Skb Skb 2 h2⋅+:=
 

Получим новые значения функции отклика: 

0.997
0.995
0.997
0.997

:y  v =

 mean y( ) 0.996=  

 
Проверим, не является ли найденная точка точкой экстремума функ-

ции отклика maxSkb) Φ(maxZcx, PA →= .  
Перенесем центр плана в точку с координатами  

maxZcx 0.206=  Skb 0.1=  
Выберем уровни варьирования факторами 

∆Zcx 0.1 maxZcx⋅:=  ∆Skb 0.1 Skb⋅:=  
Проведем ПФЭ, как это описано выше.  
Полученные результаты запишем в матрицу Y : 
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Y

0.997
0.997
0.997
0.995

0.997
0.997
0.997
0.995

0.997
0.997
0.997
0.992

0.997
0.992
0.997
0.997

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

:=

 
Проверим однородность дисперсии воспроизводимости: 

DY

0

6.25 10 6−×

0

4.25 10 6−×

⎛⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

=

 

G
max DY( )

v

DYv∑
:=

 
 

G 0.595=  

0.6841 GG табл =< , следовательно, эксперимент воспроизводим.  
Оценим дисперсию воспроизводимости: 

Dv mean DY( ):=  Dv 2.625 10 6−×=  
Найдем коэффициенты модели и проверим их значимость: 

a

0.996

8.75− 10 4−×

2.5− 10 4−×

2.5− 10 4−×

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟
⎟

⎠

=

 

t

2.459 103×

2.16
0.617
0.617

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

⎞

⎟
⎟

⎠

=

 

Так как для всех коэффициентов полинома, кроме 0a , выполняется 
условие 2.179tt tabv =< , то коэффициенты 1a , 2a , 3a  можно считать  
незначимыми: 0aaa 321 === . Область экстремума достигнута.  

Оптимальные значения факторов 
0.206maxZcx = , 0.1Skb= . 

С учетом отклонения 030.±  потребление воды со стороны комму-
нального водоснабжения может составить maxZkb = Skb + 0.03 = 0.13.  

Соотношение максимальных запросов потребителей 
≈maxZkbmaxZcx 1.585. 

Распределение ресурса воды ZΣ  между потребителями осуществля-
ется пропорционально их запросам, т. е.  

ZΣ0.387Zkb ⋅≤ , ZΣ0.613Zcx ⋅≤ . 
Эти условия определяют оптимальную стратегию управления запа-

сами воды в водохранилище. 
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